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Introduction
La matie`re premie`re : le pe´trole
Une large gamme de proce´de´s industriels utilise la combustion de carburants fossiles pour assurer la
production d’e´nergie. Parmi ces carburants fossiles, le pe´trole repre´sente certainement la ressource la plus
convoite´e a` l’heure actuelle. En effet, le pe´trole brut fait l’objet d’un processus de distillation fractionne´e
qui se´pare ses composants en fonction des niveaux de tempe´rature atteints dans les diffe´rents e´tages de
la colonne de fractionnement. En fonction de leur densite´, les produits de distillation se se´parent tre`s
sche´matiquement du plus le´ger au plus lourd :
B Les produits les plus le´gers sont gazeux a` tempe´rature et pression ordinaires. Ils sont le plus
ge´ne´ralement utilise´s comme gaz combustibles (me´thane, e´thane, propane, butane, ...) et comme
matie`res premie`res pour la pe´trochimie.
B L’e´ther de pe´trole re´sulte d’une e´bullition de 20 a` 60◦C. C’est un solvant largement utilise´ dans
l’industrie chimique.
B Les produits d’une e´bullition de 60 a` 200◦C constituent l’essence, base de la fabrication des carbu-
rants. On compte e´galement la partie appele´e naphta qui constitue la matie`re premie`re d’un vapocra-
quage en vue d’applications pe´trochimiques.
B Principal produit d’une e´bullition de 180 a` 280◦C, le ke´rose`ne est utilise´ quotidiennement comme
carburant dans les turbines a` gaz et comme combustible (fioul le´ger) pour le chauffage domestique.
B La fraction du pe´trole correspondant a` une e´bullition vers 350◦C constitue le re´sidu atmosphe´rique
et est utilise´e comme combustible (fioul lourd) pour le chauffage industriel (centrales thermiques).
Soumise a` une distillation sous pression re´duite, elle fournit des huiles lubrifiantes le´ge`res (e´bullition
entre 300 et 400◦C) et lourdes (e´bullition pour des tempe´ratures supe´rieures a` 400◦C). Les re´sidus de
cette distillation sous vide sont des asphaltes.
La Figure 1 offre une vue d’ensemble d’une raffinerie pe´trolie`re avec notamment les colonnes de distillation.
On notera que la demande en de´rive´s du pe´trole a migre´ vers le sommet de la colonne de distillation car
les besoins en carburant automobile ne cessent de croıˆtre tandis que le marche´ des fiouls lourds diminue au
profit du gaz naturel.
La combustion du ke´rose`ne : la turbine a` gaz
Le ke´rose`ne constitue le carburant de pre´dilection des turbines a` gaz. Un e´corche´ d’une turbine a` gaz
Siemens (se´rie SGT) est pre´sente´ sur la Fig. 2. Ce mode`le Siemens utilise´ pour des applications industrielles
demandeuses d’e´nergie pre´sente la plupart des caracte´ristiques d’une turbine a` gaz moderne :
B un compresseur a` plusieurs e´tages afin d’augmenter la pression des gaz frais qui vont rentrer dans le
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FIG. 1 - Raffinerie de pe´trole brut (Feyzin, FRANCE)
foyer,
B un foyer qui est ici de type tubo-annulaire : chaque chambre de combustion est comprise dans un tube
se´pare´ mais partage un contournement annulaire commun,
B un contournement qui permet de se´parer le de´bit d’air qui sert a` la combustion du de´bit d’air qui
assure le refroidissement des parois du foyer,
B un syste`me d’e´chappement compose´ de pales de turbines fixes qui permettent de transformer la sur-
pression ge´ne´re´e par la pre´sence des gaz bruˆle´s en vitesse,
B une tuye`re d’e´jection.
Les foyers de moteurs ae´ronautiques sont plutoˆt de type annulaire, c’est-a`-dire que tous les injecteurs
de´bouchent dans la meˆme chambre de combustion annulaire. Ce type de chambre pre´sente l’avantage
de diminuer globalement la perte de pression a` travers l’e´tage de combustion mais entraıˆne un poids tre`s
conse´quent de la paroi de se´paration chambre/contournement. De plus, le de´bit d’air requis pour fonctionner
a` plein re´gime est ge´ne´ralement tre`s important.
Un foyer de turbine a` gaz comporte un injecteur qui controˆle l’arrive´e de carburant. L’utilisation d’un
carburant liquide est d’une grande importance pour les turbines a` gaz ae´ronautiques du fait de son faible
volume de stockage comparativement a` un carburant gazeux. Ne´anmoins, utiliser un carburant liquide
entraıˆne un certain nombre de difficulte´s supple´mentaires par rapport a` l’utilisation d’un carburant gazeux.
En effet, les processus d’atomisation et d’e´vaporation du spray de carburant liquide sont de premie`re
importance car ils conditionnent les performances d’allumage, les limites de stabilite´ et l’efficacite´ de la
combustion en termes de rendement et de formation des polluants.
Le design des injecteurs de turbines a` gaz fait encore aujourd’hui l’objet d’intenses recherches car c’est
lui qui va piloter en grande partie la combustion. La section qui suit est consacre´e a` la description des
phe´nome`nes principaux qui ont lieu dans les injecteurs industriels.
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FIG. 2 - Turbine a` gaz (Illustration SIEMENS)
Un e´le´ment cle´ de la combustion dans la turbine a` gaz : l’injecteur
Les injecteurs de turbines a` gaz ae´ronautiques font ge´ne´ralement interagir deux grandes classes de
phe´nome`nes :
B les phe´nome`nes lie´s a` la mise en rotation de l’e´coulement d’air dans l’injecteur. Ce mouvement gi-
ratoire (en anglais ”swirl”) de l’air met en jeu des phe´nome`nes tourbillonnaires tels que l’e´clatement
tourbillonnaire (en anglais ”vortex breakdown”) sur des configurations acade´miques a` un seul e´tage de
vrilles ge´ne´ralement. Un bruˆleur industriel peut utiliser plusieurs e´tages de vrilles pour entraıˆner l’air,
ce qui rend plus ardue la compre´hension des phe´nome`nes observe´s pre´ce´demment et renforce l’inte´reˆt
de la simulation nume´rique dans la compre´hension de ces phe´nome`nes (section ).
B les phe´nome`nes lie´s a` la phase liquide du carburant. La pre´paration du carburant consiste a` le faire
passer de sa forme compacte de stockage liquide a` une forme gazeuse bien adapte´e a` la combustion.
Cette pre´paration ne´cessite de maıˆtriser plusieurs e´tapes cle´s : la de´sinte´gration de la nappe liquide, la
dispersion et l’e´vaporation des gouttes de carburant produites. Enfin, diffe´rents concepts d’atomiseurs
peuvent pre´parer le carburant avant son entre´e dans la chambre : on pre´sente les deux types les plus
connus.
L’interaction entre ces deux classes de phe´nome`ne est cruciale pour pre´voir l’e´coulement diphasique dans
l’injecteur et a fortiori la combustion dans le foyer.
Phe´nome`nes induits par le swirl de l’air
Le mouvement de swirl peut eˆtre caracte´rise´ par un nombre sans dimensions note´ S (le nombre de swirl)
qui rapporte le flux axial de quantite´ de mouvement azimutale au flux axial de quantite´ de mouvement axiale
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selon la relation :
S =
∫ R
0 ρuuθr
2dr
R
∫ R
0 ρuurdr
(1)
ou` u est la vitesse axiale, uθ la vitesse azimutale, ρ la densite´ du fluide et R un rayon caracte´ristique
de l’e´coulement tournant. Dans les ge´ome´tries complexes, ce nombre peut fortement varier du fait de la
structure locale de l’e´coulement. Les e´coulements tournants peuvent eˆtre classe´s en fonction du nombre de
swirl et d’une valeur critique Scrit :
B pour S < Scrit, on n’observe pas de recirculation sur l’axe central et le jet arbore un profil parabolique
de vitesse. La pe´ne´tration et l’extension radiale du jet augmentent progressivement avec le nombre de
swirl.
B pour S > Scrit, on observe l’apparition d’une zone centrale toroı¨dale de recirculation (CTRZ) due a`
un fort gradient axial adverse de pression. Cette CTRZ permet d’accrocher et de stabiliser la flamme
dans une chambre ae´ronautique en fournissant une poche recirculante de gaz bruˆle´s. Elle permet ainsi
de re´chauffer les gaz frais en provenance de l’injecteur tout en assurant un me´lange intense par cisaille-
ment transverse avec l’e´coulement directement issu de l’injecteur. Il s’agit aussi d’une zone morte dans
l’e´coulement, ce qui accroıˆt le temps de re´sidence du me´lange des re´actifs et favorise son allumage.
Le nombre de swirl critique Scrit est environ e´gal a` 0.6 dans un jet tournant confine´ ou libre (Syred & Beer
[186], Lilley [106]), cette valeur pouvant eˆtre re´duite par la pre´sence d’un divergent (Syred & Beer [186]).
L’e´tude de Farhoki & Taghavi [56] a cependant montre´ que la forme de la distribution de vitesse azimutale
e´tait plus de´terminante que la valeur de S pour pre´dire la formation d’une CTRZ. Ainsi, Farhoki & Taghavi
[56] ont observe´ qu’a` meˆme nombre de Swirl (e´gal a` 0.48), un profil sur la vitesse azimutale de type rotation
de corps solide (i.e. uθ = ω · r avec ω une vitesse de rotation constante) produisait un e´clatement du jet
sans formation d’une CTRZ tandis qu’un profil proche de celui d’un vortex potentiel ( ou vortex libre) (i.e.
uθ = Γ2pir avec Γ constant) aboutit a` la formation d’une CTRZ.
On notera e´galement que les effets du swirl de´pendent d’autres facteurs tels que la ge´ome´trie de l’injecteur
(la pre´sence d’un ”bluff-body” ou d’un divergent renforce la CTRZ), le confinement e´ventuel en sortie
d’injecteur ou le nombre de vrilles dans chaque e´tage. Galley [62] de´rive les e´quations qui gouvernent les
jets tournants dans l’approximation quasi-cylindrique et dresse un e´tat des lieux des the´ories recouvrant les
phe´nome`nes engendre´s par le swirl.
Observations dans les tourbillonneurs acade´miques
Deux phe´nome`nes apparaissent souvent de manie`re conjointe dans les e´coulements tournants :
l’e´clatement tourbillonnaire et la pre´cession d’un coeur de vorticite´ (en anglais ”precessing vortex core”).
Pour les observer, on utilise cependant des configurations acade´miques diffe´rentes : le vortex breakdown
est observe´ pre´fe´rentiellement dans des tubes peu ou non divergents tandis que le precessing vortex core est
analyse´ dans des dispositifs a` expansion plus ou moins brusque.
Le Vortex Breakdown La Figure 3 montre le dispositif ge´ne´ralement utilise´ pour e´tudier le vortex
breakdown qui peut apparaıˆtre dans les e´coulements tournants (Sarpkaya [158], Faler & Leibovich
[54], Leibovich [101], Lucca-Negro & O’Doherty [110], Kurosaka et al. [93] parmi bien d’autres).
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FIG. 3 - Tourbillonneur acade´mique sans expansion du tube de test (extrait de Leibovich [101]).
La de´finition la plus re´pandue du vortex breakdown est celle de Leibovich [101] : il s’agit du de´veloppement
d’un point de stagnation suivi par la croissance tre`s rapide d’une re´gion de vitesse axiale adverse. Cette
de´finition traduit un changement rapide et brutal de la topologie de l’e´coulement tournant. On transite ainsi
d’un e´coulement de jet a` un e´coulement de sillage induit par la pre´sence du point d’arreˆt.
Ce phe´nome`ne peut eˆtre observe´ pour une large gamme de nombres de Reynolds en entre´e (Sarpkaya
[158], Faler & Leibovich [54, 55], Novak & Sarpkaya [127], Kurosaka et al. [93]) et conduit a` une aug-
mentation des niveaux de turbulence dans l’e´coulement en aval. A l’exception possible des e´coulements
tournants confine´s a` tre`s faibles nombres de Reynolds (Escudier et al. [53]), l’e´coulement en aval du point
de stagnation contient des fluctuations qui ne sont pas axi-syme´triques meˆme si l’e´coulement amont est
rigoureusement axi-syme´trique. Or, les e´tudes the´oriques depuis les premiers travaux de Benjamin [11]
ont toujours conside´re´ les solutions analytiques axi-syme´triques d’un e´coulement tournant, ce qui pourrait
expliquer les difficulte´s a` retrouver analytiquement les transitions du vortex breakdown.
Le vortex breakdown peut adopter trois grandes formes caracte´ristiques en fonction du nombre de Reynolds
de l’e´coulement amont :
B la double-he´lice : le sillage est ici de forme triangulaire et s’enroule sur lui-meˆme un peu plus loin en
aval.
B la spirale : le point d’arreˆt marque une de´stabilisation du tourbillon qui adopte une trajectoire
he´licoı¨dale.
B la bulle : le point d’arreˆt de l’e´coulement est suivi par un coeur de vorticite´ en forme de bulle.
La Figure 4 pre´sente les diffe´rentes formes de vortex breakdown en fonction du nombre de Reynolds de
l’e´coulement amont et de l’abscisse du point de stagnation (ce qui donne la localisation du vortex break-
down). Les transitions entre ces diffe´rentes formes sont re´alise´es en changeant le nombre de Reynolds de
l’e´coulement amont (Sarpkaya [158], Faler & Leibovich [54], Kurosaka et al. [93]). Avec l’augmentation du
nombre de Reynolds, on passe successivement de la forme bi-he´licoı¨dale a` la forme spirale pour finir par la
forme bulle. Ces transitions s’accompagnent d’un de´placement du point de stagnation vers l’amont. Kuro-
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saka et al. [93] a aussi montre´ qu’une pertubation azimutale bien choisie du de´bit d’air en amont permettait
de transiter rapidement d’une forme a` une autre. Novak & Sarpkaya [127] a e´tudie´ expe´rimentalement le
vortex breakdown pour des nombres de Reynolds tre`s e´leve´s (typiquement Re > 105) et a mis en avant une
forme conique tre`s perturbe´e du vortex breakdown.
Re
Abscisse du point de
stagnation (x/R)
4000
2000
Bulle
Spirale
Double hélice
0 5 10 15
FIG. 4 - Cartographie (Re,x/R) des diffe´rents re´gimes de vortex breakdown (adapte´ de Kurosaka et al. [93]).
De nombreuses simulations nume´riques ont permis de retrouver les diffe´rentes formes du vortex breakdown.
Pour ne retenir que quelques re´fe´rences, Tromp & Beran [190] ont retrouve´ la forme spirale du vortex
breakdown a` Re = 250 en perturbant azimutalement un tube de vorticite´ axi-syme´trique, Snyder & Spall
[175] ont montre´ que l’utilisation d’un profil bien choisi de vitesse en entre´e conduisait aux meˆmes re´sultats
qu’un maillage complet des vrilles pour un e´clatement tourbillonnaire de type bulle a` Re = 2000. Plus
re´cemment, Spall & Ashby [181] ont employe´ deux mode`les de turbulence dans l’approche RANS afin de
mode´liser le vortex breakdown d’un e´coulement non confine´ a` Re = 104.
Le Precessing Vortex Core Le PVC pour ”Precessing Vortex Core” est un coeur de vorticite´ qui pre´cesse
autour de l’axe central (Chanaud [25]). Le PVC est ge´ne´ralement e´tudie´ dans des tourbillonneurs dote´s
d’une expansion brusque meˆme si l’e´tude de Rhode & Lilley [150] a montre´ qu’une ouverture plus graduelle
de l’e´coulement en aval de l’injecteur avait surtout une influence sur les zones de recirculation de coin
(CRZ) et non sur la structure de la CTRZ ou sur le PVC. Un exemple de bruˆleur acade´mique spe´cialement
de´die´ a` l’e´tude du PVC est montre´ sur la Fig 5.
Ce type d’e´coulement induit un grand nombre de me´canismes qui sont bien compartimente´s comme on peut
le voir sur la Fig. 6. Ainsi, on peut identifier cinq zones :
B Zone 1 : le mouvement giratoire induit par les vrilles du tourbillonneur entraine un gradient de pres-
sion radial dans le tube de pre´me´lange.
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FIG. 5 - Sche´ma d’un tourbillonneur a` expansion brusque de´die´ a` l’e´tude du PVC (tire´ de Anacleto et al. [3]).
B Zone 2 : l’expansion brusque cause une de´croissance sur l’axe de la vitesse azimutale. Afin de conser-
ver le moment angulaire initialement acquis, le jet s’ouvre de plus en plus.
B Zone 3 : cette ouverture du jet s’accompagne d’un gradient axial adverse de pression qui, pour une
valeur critique du nombre de swirl, entraine l’apparition d’une zone centrale toroidale de recirculation
(CTRZ). On observe e´galement le PVC a` la pe´riphe´rie de cette zone.
B Zone 4 : l’expansion brusque permet la pre´sence de zones de recirculation de coin (CRZ). Une ex-
pansion plus graduelle de la chambre de test comme celle teste´e par Rhode & Lilley [150] annihile les
CRZ et augmente les niveaux de vitesse axiale en pe´riphe´rie de la CTRZ.
B Zone 5 : le jet se referme avec la diminution de l’e´tendue radiale de la CTRZ.
Les e´tudes de Chanaud [25], Cassidy & Falvey [24], Gupta et al. [74], Dellenback et al. [44], Yazdabady
et al. [202], Anacleto et al. [3] ont montre´ que le PVC est un phe´nome`ne ge´ne´ralement associe´ aux
e´coulements tournants a` S > Scrit. Seuls Hallett & Gunther [78] ont observe´ la formation du PVC pour des
e´coulements a` S < Scrit.
Les structures ge´ne´re´es par le PVC ainsi qu’une visualisation sont pre´sente´es sur la Fig. 7. La structure
he´licoı¨dale du PVC est ave´re´e depuis plus d’une trentaine d’anne´es (Syred & Beer [186], Lilley [106])
et donne souvent lieu a` des mesures de fre´quence et d’amplitude d’oscillation caracte´ristiques sur banc
expe´rimental. Une fois connue la fre´quence caracte´ristique du PVC, son excitation fre´quentielle permet
de renforcer la CTRZ tandis que la pre´sence d’un jet turbulent sur l’axe central re´duit la fre´quence et
l’extension radiale du coeur de vorticite´.
Concernant le sens de pre´cession du PVC, l’e´tude de Dellenback et al. [44] a identifie´ deux re´gimes : le
PVC pre´cesse dans le sens du swirl principal pour de faibles nombres de Swirl et en sens contraire pour
de forts nombres de Swirl. Les simulations nume´riques de Guo et al. [73] reproduisent les observations
expe´rimentales de Dellenback et al. [44]. Il n’existe cependant pas de consensus clair sur le lien entre le
sens de giration, le sens d’enroulement et le sens de pre´cession du PVC (Syred [185]).
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FIG. 6 - Phe´nome`nes mis en jeu dans un tourbillonneur a` expansion brusque. On notera que la combinaison de tous
ces phe´nome`nes est ge´ne´ralement observe´e pour des e´coulements a` S > Scrit.
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FIG. 7 - Structures associe´es au PVC et visualisation du PVC. La visualisation est obtenue par e´clairage de
particules d’aluminium (tire´ de Anacleto et al. [3])
Observations dans les tourbillonneurs industriels
Il existe deux types principaux de tourbillonneurs comme on peut le voir sur la Fig. 8. Ces deux cate´gories
de tourbillonneurs se distinguent par l’agencement des pales :
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1. les tourbillonneurs axiaux comportent des vrilles dispose´s selon l’axe principal de la chambre. La
Figure 8 montre un tourbillonneur muni de vrilles plates. Cependant, l’utilisation de vrilles incurve´es
est plus re´pandue dans les bruˆleurs industriels car elles limitent le de´crochement des e´coulements a` la
surface des pales et augmentent ainsi le swirl effectif.
2. les tourbillonneurs radiaux constituent aujourd’hui une alternative aux tourbillonneurs axiaux meˆme
si leurs proprie´te´s sont moins bien connues.
Vrilles radiales
Vrilles axiales
FIG. 8 - Les deux principaux types de tourbillonneurs : axial et radial.
En orientant les pales de manie`re oblique par rapport a` la direction principale de l’e´coulement dans l’injec-
teur, on obtient le cas interme´diaire d’un tourbillonneur diagonal. Les injecteurs acade´miques ne comportent
ge´ne´ralement qu’un seul e´tage de vrille mais l’ajout d’un e´tage supple´mentaire peut favoriser le me´lange
des re´actifs et ainsi ame´liorer l’efficacite´ de la combustion.
Caracte´risation expe´rimentale des tourbillonneurs industriels
Les bruˆleurs industriels re´cents utilisent plusieurs e´tages de vrilles pour assurer le me´lange de l’air avec
le carburant. Ajouter un e´tage de vrilles donne lieu a` de nouvelles structures de l’e´coulement et permet de
re´duire significativement les e´missions d’oxydes d’azote en uniformisant plus rapidement le me´lange des
re´actifs en aval de l’injecteur (Toqan et al. [189], Terasaki & Hayashi [187]). De plus, l’orientation des
deux e´tages de vrilles permet de distinguer deux agencements des vrilles : si les deux e´tages sont oriente´s
dans le meˆme sens, on parle de configuration co-rotative et dans le cas contraire, on parle de configuration
contra-rotative.
Les premie`res e´tudes de Habib & Whitelaw [76], Vu & Gouldin [194], Ramos & Somer [143], Chao [27] ont
ame´liore´ la compre´hension des diffe´rences entre ces deux types de configuration. En effet, la configuration
contra-rotative renforce la CTRZ en termes d’expansion radiale et axiale (Vu & Gouldin [194], Ramos &
Somer [143]). En paralle`le, les niveaux de vitesse axiale adverse dans la CTRZ et les niveaux de fluctuation
turbulente dans la couche de me´lange qui se´pare les deux e´tages de vrille s’ave`rent plus e´leve´s dans le
cas contra-rotatif (Vu & Gouldin [194], Ramos & Somer [143]). Des e´tudes plus re´centes ont permis de
caracte´riser l’influence d’un swirl co-rotatif ou contra-rotatif sur d’autres phe´nome`nes comme un spray
liquide (Ateshkadi et al. [6]), une flamme parfaitement pre´me´lange´e (Gupta et al. [75]), le me´lange des
re´actifs de combustion (Merkle et al. [119]) et la ge´ne´ration de bruit (Singh et al. [170]).
9
INTRODUCTION
L’e´volution du design des injecteurs industriels pointe vers une hausse du nombre d’e´tages de vrilles. Ainsi,
l’injecteur TARS (pour Triple Annular Research Swirler) de´veloppe´ par Li & Gutmark [103] combine deux
e´tages internes de vrilles axiales contra-rotatives avec un e´tage externe de vrilles radiales, ce qui constitue
l’un des injecteurs les plus complexes jamais e´tudie´s sur un banc expe´rimental.
Simulations nume´riques des tourbillonneurs industriels
Si l’on s’attache uniquement aux Simulations aux Grandes Echelles (SGE) de tourbillonneurs de type
industriels, le nombre de simulations est restreint car ce type de calcul reste encore tre`s couˆteux en termes
de puissance informatique. Les plus re´centes e´tudes sont les suivantes :
B le bruˆleur industriel CFM56 conc¸u par General Electrics a e´te´ e´tudie´ expe´rimentalement puis dans
un deuxie`me temps nume´riquement via la me´thode SGE (Wang & Yang [195]). Ce bruˆleur combine
deux e´tages de vrille : un e´tage interne axial et un e´tage externe radial. Les configurations co et contra-
rotatives ont e´te´ e´tudie´es.
L’e´coulement moyen pre´sente une grande CTRZ remontant profonde´ment dans l’injecteur et des CRZ
re´duites. Les dimensions de la CTRZ sont bien reproduites par la simulation nume´rique tout comme
les structures instationnaires de l’e´coulement. En particulier, la simulation SGE a permis de montrer
que la fre´quence du PVC augmentait de 15% quand on passait d’une configuration co-rotative a` une
configuration contra-rotative.
B un tourbillonneur a` trois e´tages de vrilles radiales contra-rotatives a e´te´ e´tudie´ par la simulation SGE
en re´gime stationnaire dans un premier temps (Wang et al. [196]) puis en faisant osciller le de´bit
massique en entre´e (Wang et al. [197]). Ce tourbillonneur n’est pas utilise´ dans l’industrie mais sa
complexite´ l’en rapproche fortement.
Les simulations en re´gime stationnaire ont permis d’e´tudier l’e´coulement pour deux nombres de swirl :
0.35 et 0.49 et ainsi mettre en e´vidence la remonte´e du vortex breakdown jusqu’au nez de l’atomiseur
avec l’augmentation du nombre de swirl (Wang et al. [196]). Ces simulations ont aussi mis en e´vidence
la ge´ne´ration importante de vorticite´ a` l’interface entre les diffe´rents e´tages de vrille.
B Moin & Apte [121] ont simule´ un injecteur signe´ Pratt & Whitney comportant trois e´tages de vrilles
distincts associe´s a` une injection de carburant liquide. Cette simulation SGE a clairement montre´ que
le spray de gouttes ne pe´ne´trait pas dans la CTRZ et e´tait acce´le´re´ par l’e´coulement issu de la vrille
externe.
B la simulation SGE d’un mode`le de chambre de combustion avec l’inte´gration du tourbillonneur dans
le domaine de calcul a e´te´ re´alise´e chez Rolls-Royce (James et al. [85]). Cette simulation a surtout
permis de valider la faisabilite´ d’un calcul SGE dans un foyer ae´ronautique Rolls-Royce.
B Au CERFACS, un grand nombre de simulations SGE ont e´te´ mene´es a` bien sur des injecteurs in-
dustriels. Le´gier [100] a e´tudie´ un injecteur LPP de´veloppe´ par SNECMA et comportant 2 e´tages
radiaux de vrilles co-rotatives. Dans cette configuration, la simulation SGE a capte´ une remonte´e de
la flamme avec une augmentation du niveau de swirl. Selle [163] a simule´ l’e´coulement issu d’un in-
jecteur SIEMENS a` 2 e´tages de vrilles contra-rotatives. L’e´tage externe est diagonal tandis que l’e´tage
interne est axial. Les re´sultats de la simulation SGE se sont re´ve´le´s en tre`s bon accord avec les donne´es
expe´rimentales et ont montre´ que l’e´tage interne avait tre`s peu d’influence sur le swirl global en sortie
d’injecteur. Plus re´cemment, Boudier [19] a mene´ a` bien l’e´tude d’un secteur de foyer d’he´licopte`re
Turbomeca comportant un tourbillonneur a` deux e´tages radiaux contra-rotatifs. A la diffe´rence de
Le´gier [100] et Selle [163], les pales de chaque e´tage e´taient ici entie`rement maille´es, ce qui a per-
mis d’obtenir les niveaux de swirl dans chaque e´tage de l’injecteur. D’autre part, l’interaction des jets
primaires avec la CTRZ a e´te´ e´tablie par Boudier [19].
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Phe´nome`nes induits par la phase liquide du carburant
La forme liquide du carburant permet de stocker le carburant sous une forme compacte. Cette compacite´
est particulie`rement importante dans le cadre des moteurs ae´ronautiques pour des raisons d’encombrement
et de se´curite´. Cependant, le carburant doit eˆtre sous forme gazeuse afin d’alimenter la zone de combustion.
L’injecteur doit donc transporter le carburant vers la flamme tout en assurant la meilleure transition vers la
forme gazeuse de ce dernier. Pour ce faire, deux technologies d’injection existent actuellement :
1. le carburant est vaporise´ dans l’injecteur avant de transiter dans la chambre, d’ou` le terme de vapori-
sateur pour cette technologie d’injection.
2. le carburant est fragmente´ le plus finement possible afin d’eˆtre rapidement vaporise´ par les gaz bruˆle´s
pre´sents dans la chambre, d’ou` la de´nomination d’atomiseur pour cette technologie d’injection.
Ces deux types d’injecteur sont couramment rencontre´s dans les turbines a` gaz. Si l’on se penche sur la
seconde cate´gorie, les phe´nome`nes mis en jeu sont multiples :
B l’atomisation primaire correspond a` l’e´rosion de la surface de la nappe liquide. Cette e´rosion est
principalement due au diffe´rentiel de vitesse entre les deux phases qui ge´ne`re une instabilite´ de Kelvin-
Helmholtz a` l’interface. Cette instabilite´ produit des ligaments de liquide de forme tre`s disparate.
B l’atomisation secondaire met en jeu les ligaments de liquide produits. Ces derniers subissent une
fragmentation en gouttes qui minimise leur e´nergie de surface. Ces gouttes de forme quelconque inter-
agissent entre elles par collisions. Les gouttes produites au cours de ces collisions sont de tailles tre`s
diverses.
B Du fait de leurs tailles diffe´rentes, les gouttes se dispersent de manie`re tre`s diffe´rente. Dans le
meˆme temps, elles se vaporisent, ce qui change leur taille et par la` meˆme leur dispersion. Les deux
phe´nome`nes de dispersion et d’e´vaporation sont donc e´troitement relie´s.
La Figure 9 pre´sente l’atomisation de la nappe liquide suivie de la dispersion et de l’e´vaporation du spray.
FIG. 9 - Phe´nome´nologie du spray en sortie d’atomiseur (adapte´ de la pre´sentation de M. Herrmann au Summer
Programm 2006 du CTR - Stanford, USA).
Il existe une grande varie´te´ d’atomiseurs qui assurent la pre´paration du carburant liquide. Les deux princi-
paux types d’atomiseurs utilise´s dans les turbines a` gaz sont : les atomiseurs pressurise´s et les atomiseurs
”airblast”. Il existe d’autres concepts d’atomiseurs moins re´pandus et par conse´quent non de´crits ici (mais
pre´sente´s dans le chapitre 4 de Lefebvre [98].
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Les atomiseurs pressurise´s
Les atomiseurs pressurise´s transforment la haute pression du liquide en e´nergie cine´tique afin d’obtenir
un fort diffe´rentiel de vitesse entre le jet liquide de´bouchant et le milieu gazeux. Ce type d’atomiseur est
largement re´pandu dans les syste`mes d’injection actuels et comprend notamment les atomiseurs dits ”plain
orifice” et les atomiseurs simplex.
Atomiseur ”plain-orifice” Les atomiseurs ”plain-orifice” font passer du liquide sous pression a` travers
un trou. A partir d’une surpression de 150kPa par rapport a` la pression du gaz ambiant, le jet liquide
de´bouchant s’atomise rapidement. Une augmentation de la surpression favorise l’atomisation du jet liquide
en augmentant la turbulence dans l’e´coulement de jet et en amplifiant les forces ae´rodynamiques de frotte-
ment avec le gaz ambiant.
La Figure 10 sche´matise la structure interne d’un atomiseur ”plain-orifice”. Le spray obtenu pre´sente un
angle d’ouverture assez faible (de 5 a` 15◦). De plus, la granulome´trie du spray de´pend bien plus des pro-
prie´te´s physiques du carburant (viscosite´ et tension de surface) et de la turbulence de l’e´coulement liquide
que de la ge´ome´trie interne de l’atomiseur (Lefebvre [98]).
Carburant
liquide
FIG. 10 - Sche´ma d’un atomiseur ”plain-orifice”.
Une application des atomiseurs ”plain-orifice” correspond au syste`me de post-combustion dans les moteurs
ae´ronautiques. Les atomiseurs sont alors re´partis dans des tubes dispose´s radialement ou en anneau dans la
seconde partie du foyer.
Atomiseur simplex Si l’on ajoute un mouvement giratoire du carburant liquide a` l’inte´rieur d’un atomi-
seur ”plain-orifice”, on obtient un atomiseur simplex. La Figure 11 donne un aperc¸u de la structure interne
d’un atomiseur simplex.
Carburant
liquide
FIG. 11 - Sche´ma d’un atomiseur simplex.
Ce type d’atomiseur permet d’obtenir un spray beaucoup plus ouvert que dans le cas d’un atomiseur ”plain
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orifice”, avec des valeurs de 60 a` 80◦ pour l’angle de spray en ge´ne´ral. Le liquide est mis en rotation a` travers
un ou plusieurs conduits tangentiaux, ce qui ge´ne`re l’ouverture du spray de carburant liquide. Les sprays
produits par ce type d’atomiseur peuvent eˆtre creux ou pleins. Les sprays en coˆne creux sont plus recherche´s
dans les injecteurs de turbine a` gaz car ils permettent de mieux controˆler l’e´tendue de la zone de combustion.
Le principal inconve´nient de cette technologie d’injection re´side dans le fait que le de´bit de fuel injecte´ varie
comme la racine carre´e du diffe´rentiel de pression, ce qui limite la plage d’utilisation de ce type d’atomiseur
(Lefebvre [98]).
Les atomiseurs airblast
Les atomiseurs airblast s’appuient sur un e´coulement d’air directement a` l’inte´rieur de l’atomiseur pour
fragmenter le carburant liquide. Les atomiseurs airblast se distinguent par de faibles vitesses (120m/s au
maximum) associe´es a` de larges de´bits d’air. L’air souffle les gouttes ainsi forme´es et va ensuite alimenter la
zone de combustion. Le concept des atomiseurs airblast permet de produire des sprays globalement plus fins
avec des surpressions du liquide moins fortes que dans les atomiseurs pressurise´s. Les atomiseurs airblast
comprennent notamment les atomiseurs ”plain-jet” et les atomiseurs a` film liquide parie´tal.
Atomiseur ”plain-jet” L’atomiseur airblast ”plain-jet” est la forme la plus simple d’atomiseur airblast : un
atomiseur pressurise´ est inclus dans un co-courant d’air. La Figure 12 montre le principe de fonctionnement
de ce type d’atomiseur.
Carburant
liquide
Air
Air
FIG. 12 - Sche´ma d’un atomiseur airblast ”plain-jet”.
L’addition d’un co-courant d’air permet de fragmenter le jet de carburant avant meˆme son entre´e dans le
foyer. L’atomiseur airblast plain-jet est cependant assez rare dans les syste`mes d’injection actuels.
Atomiseur a` film liquide La plupart des atomiseurs airblast fonctionnant dans les turbines a` gaz actuels
sont des atomiseurs a` film liquide. Le carburant liquide apparaıˆt sous la forme d’une nappe liquide qui est
fragmente´e par un e´coulement d’air swirle´ a` haute vitesse. La Figure 13 montre que l’air passe par deux
conduits concentriques qui enserrent le conduit d’alimentation en carburant liquide. La nappe liquide est
atomise´e sous l’action conjointe de ces deux flux d’air.
Pour des raisons d’encombrement et de poids, un atomiseur airblast a` film liquide ope`re ge´ne´ralement a` un
rapport (de´bit d’air/de´bit de fuel) maximal de l’ordre de 3. Concernant l’orientation des diffe´rents e´tages
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FIG. 13 - Sche´ma d’un atomiseur airblast a` film liquide.
de vrille, l’e´tude de Chin et al. [30] a montre´ qu’un e´tage interne co-rotatif associe´ a` un e´tage externe
contra-rotatif par rapport au sens de rotation du swirler de carburant produisait le spray le plus fin.
De´veloppements et mise en oeuvre de la SGE des e´coulements diphasiques
re´actifs
Les e´coulements turbulents diphasiques re´actifs dans les foyers de turbines a` gaz sont issus d’un grand
nombre de phe´nome`nes qui interagissent entre eux et qui mettent en jeu les deux phases de l’e´coulement :
B l’e´coulement de la phase porteuse est fortement turbulent dans les foyers ae´ronautiques. De plus, la
combustion s’effectue exclusivement en phase gazeuse et affecte localement ses proprie´te´s physiques.
B l’e´coulement de la phase disperse´e posse`de aussi sa propre turbulence, turbulence qui re´sulte d’une
interaction complexe avec la turbulence de l’e´coulement du gaz. D’autre part, la combustion peut
indirectement affecter la dispersion du spray en augmentant localement la tempe´rature du gaz et donc
le taux d’e´vaporation des gouttes. En s’e´vaporant, les gouttes de spray deviennent de plus en plus
petites et sont de plus en plus affecte´es par l’e´coulement turbulent du fluide porteur.
Afin de construire un mode`le repre´sentatif de tous les phe´nome`nes de´crits pre´ce´demment, l’approche la
plus intuitive consiste a` traiter des e´coulements et des configurations ge´ome´triques de complexite´ croissante.
Pre´ce´dentes e´tudes des e´coulements diphasiques re´actifs au CERFACS
Dans cette optique, l’approche Euler-Euler a e´te´ initialement implante´e dans le code AVBP du CERFACS
par Kaufmann [89]. Cette approche a ensuite e´te´ applique´e a` des e´coulements diphasiques de plus en plus
complexes dans des configurations ge´ome´triques de plus en plus proches de l’industrie. Si l’on choisit de
classer ces simulations dans l’ordre croissant de complexite´, on obtient la hie´rarchie suivante :
B THI : Kaufmann [89] a teste´ et valide´ l’approche Euler-Euler d’un e´coulement diphasique a` froid
d’une Turbulence Homoge`ne et Isotrope (THI) sur un maillage cubique approprie´. Riber [151] a repris
l’e´tude de Kaufmann [89] en utilisant un sche´ma nume´rique d’ordre spatial plus e´leve´ sur la partie
convective. Boileau et al. [16] a inclus l’e´vaporation dans ses calculs de THI afin de caracte´riser les
variations spatiales de vapeur de carburant.
B Configurations acade´miques : Riber [151] a valide´ la simulation de l’e´coulement diphasique a` froid
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dans les configurations acade´miques de Hishida et al. [82] et Bore´e et al. [18]. Mossa [124] a simule´
l’e´coulement swirle´ polydisperse non re´actif de la configuration de Sommerfeld & Qiu [177].
B Configurations industrielles : Pascaud [132] a simule´ l’e´coulement diphasique re´actif dans un
secteur de foyer ae´ronautique. Boileau et al. [16] a simule´ la phase d’allumage de tout un foyer
d’he´licopte`re. Notons que dans ces deux cas, le syste`me d’injection e´tait remplace´ par une condition
d’entre´e mimant la sortie de l’injecteur.
B Configuration prototype d’injecteur : Lamarque [94] a mene´ a` bien la simulation de l’e´coulement
diphasique re´actif d’un prototype d’injecteur entie`rement maille´ dans les calculs.
Apports de cette the`se
Cette the`se s’inscrit dans la ligne´e des travaux du CERFACS en approfondissant certaines the´matiques et
en augmentant la complexite´ ge´ome´trique de la configuration cible sur laquelle des donne´es expe´rimentales
sont disponibles.
Les apports de cette the`se peuvent eˆtre divise´s en 3 contributions principales :
1. Afin d’e´valuer le potentiel du mode`le polydisperse implante´ par Mossa [124], des simulations mo-
nodisperses et polydisperses de l’e´coulement dans la configuration expe´rimentale de (Sommerfeld &
Qiu [177, 178]) sont mene´es a` bien. La sensibilite´ du mode`le polydisperse a` deux parame`tres cle´s est
e´value´e.
2. Afin d’assurer une repre´sentation correcte du spray ge´ne´re´ par l’atomiseur, une condition limite
d’injection est mise en place. Cette condition limite d’injection simule la pre´sence d’un spray en coˆne
creux et tient compte de l’entraıˆnement d’air dans ce spray.
3. Une configuration d’injecteur prototype comprenant 3 e´tages de vrille est e´tudie´e. Dans une telle
configuration, la dispersion de l’e´coulement diphasique est pilote´e par l’interaction du spray de
gouttes issu de l’atomiseur avec l’e´coulement d’air issu de chaque e´tage de vrille. En particulier, les
effets d’un e´coulement contra-rotatif d’air sur la dynamique du spray de gouttes sont e´tudie´s.
Organisation du me´moire de the`se
Ce me´moire de the`se s’articule en trois grandes parties :
? Partie I : Cette partie de´crit les e´coulements diphasiques turbulents (chapitre 1), pre´sente l’approche
Euler-Euler des e´coulements monodisperses (chapitre 2) puis l’e´tend aux e´coulements polydisperses
(chapitre 3). La mode´lisation de l’injection de carburant fait l’objet du chapitre 4 tandis que les aspects
nume´riques du code sont aborde´s dans le chapitre 5.
? Partie II : Cette partie pre´sente la configuration acade´mique de Sommerfeld & Qiu [177] (chapitre 6)
sur laquelle des simulations SGE monodisperses puis polydisperses sont re´alise´es (chapitre 7).
? Partie III : Cette partie introduit les deux configurations e´tudie´es dans le cadre du projet europe´en
TLC (chapitre 8). L’e´coulement diphasique a` froid dans la configuration non confine´e est e´tudie´ dans
le chapitre 9. Enfin, l’influence du mode`le d’injection de carburant est analyse´e dans la configuration
non confine´e dans le chapitre 10.
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Chapitre 1
Pre´sentation de la me´thode SGE applique´e
aux e´coulements diphasiques turbulents
Introduction
Les e´coulements turbulents interviennent dans de nombreux dispositifs industriels et notamment dans
les turbines a` gaz. L’interaction tre`s complexe entre la turbulence et la combustion a ainsi permis de re´duire
drastiquement les dimensions des foyers ae´ronautiques. Cependant la notion de turbulence reste difficile a`
aborder comme le montre la section 1.1 et il n’existe pas a` l’heure actuelle de the´orie quantitative de la tur-
bulence. Les travaux de Kolmogorov restent encore aujourd’hui une re´fe´rence pour appre´hender de manie`re
the´orique les e´coulements turbulents (section 1.2). Paralle`lement aux avance´es the´oriques, l’ave´nement de
puissants moyens de calcul informatiques a permis le de´veloppement de la CFD (pour Computational Fluid
Dynamics). La CFD peut eˆtre divise´e en trois cate´gories : la Simulation Nume´rique Directe (SND, en an-
glais DNS pour Direct Numerical Simulation (Moin & Mahesh [122])), la Simulation aux Grandes Echelles
(SGE, en anglais LES pour Large Eddy Simulations (Piomelli & Chasnov [133], Sagaut [156])) et l’ap-
proche RANS (pour Reynolds-averaged Navier-Stokes (Ferziger & Peric [58])). Seule l’approche SGE est
traite´e dans la section 1.3.
1.1 Notions sur la turbulence
La diffe´rence entre un e´coulement laminaire et un e´coulement turbulent a e´te´ pour la premie`re fois
identifie´e par O. Reynolds en 1894 sur des e´coulements d’eau en conduite (Reynolds [149]) :
Again, the internal motion of water assumes one or other of two broadly distinguishable forms
— either the elements of the fluid follow one another along lines of motion which lead in the
most direct manner to their destination, or they eddy about in sinuous paths, the most indirect
possible.
Cette premie`re observation met en avant le caracte`re de´sordonne´ de la turbulence. Cet aspect visuel de
de´sordre traduit le fait que deux points ont une e´volution statistiquement inde´pendante de leurs vitesses
respectives s’ils sont suffisamment loin, a` savoir s’ils sont se´pare´s de plus d’une longueur de corre´lation
lcorrel. Ce de´sordre est aussi perceptible temporellement : en un point donne´, la vitesse a` un temps t1 sera
statistiquement inde´pendante de la vitesse a` un temps t2 si |t2 − t1| > tcorrel ou` tcorrel est un temps de
corre´lation. La turbulence est donc une de´corre´lation spatio-temporelle des particules fluides.
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1.1.1 Le nombre de Reynolds d’un e´coulement
Reynolds [149] a ensuite de´rive´ un crite`re pour marquer la limite entre ces deux comportements tre`s
diffe´rents de l’e´coulement fluide : le nombre de Reynolds Re :
Re =
ρUL
µ
(1.1)
avec ρ la densite´, U une vitesse caracte´ristique de l’e´coulement, L une longueur caracte´ristique de
l’e´coulement et µ la viscosite´ dynamique du fluide. Ce nombre de´pend donc a` la fois des caracte´ristiques
de l’e´coulement et des proprie´te´s intrinse`ques du fluide.
La Figure 1.1 pre´sente l’e´mergence de structures de plus en plus fines dans une expe´rience de couche de
me´lange avec l’augmentation du nombre de Reynolds (Brown & Roshko [23]).
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FIG. 1.1 - Ombroscopie d’une couche de me´lange he´lium/azote tire´e des expe´riences de Brown & Roshko [23].
L’augmentation du nombre de Reynolds favorise l’apparition d’e´chelles de plus en plus fines sans affecter
notablement les grandes e´chelles.
1.1.2 Les e´chelles de longueur dans un e´coulement turbulent
On peut de´sormais introduire les e´chelles de longueur qui caracte´risent la turbulence :
– l’e´chelle de longueur qui caracte´rise la de´corre´lation spatiale de deux e´le´ments fluides est appele´e
e´chelle inte´grale.
– l’e´chelle de longueur qui caracte´rise les plus petites e´chelles perceptibles de la turbulence, aussi ap-
pele´e e´chelle de Kolmogorov et note´e ηK . Ces petites structures assurent la dissipation de l’e´nergie
cine´tique turbulente.
Dans le cadre d’une turbulence isotrope, on peut calculer ces deux e´chelles de longueur.
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L’e´chelle inte´grale
L’e´chelle inte´grale peut ainsi s’e´crire :
lt =
∫ ∞
0
Rii(r, t)dr (1.2)
avec Rii la fonction d’autocorre´lation de´finie par :
Rii = < u
′
i(xi, t)u
′
i(xi + r, t) >
< (u′i)
2 >
(1.3)
ou` r est la distance de se´paration entre les deux points de l’e´coulement, u′ la fluctuation de vitesse due a` la
turbulence et < . > repre´sente une moyenne statistique d’ensemble. Si r et u′i sont oriente´s dans la meˆme
direction, la fonction d’autocorre´lation est dite longitudinale tandis que si r et u′i sont perpendiculaires, on
parle de fonction d’autocorre´lation transverse.
L’e´chelle de Kolmogorov
L’e´chelle de Kolmogorov est la plus petite e´chelle de tourbillons que l’on peut trouver dans un e´coulement
turbulent. Cette e´chelle marque la limite en dessous de laquelle toute l’e´nergie me´canique du tourbillon est
dissipe´e en chaleur par viscosite´ mole´culaire, ce qui se traduit par un nombre de Reynolds unitaire a` cette
e´chelle :
Re =
u(ηK) ηK
ν
= 1 (1.4)
d’ou` :
ηK =
ν
u(ηK)
(1.5)
Se´paration des e´chelles
La se´paration des petites e´chelles dissipatives par rapport aux grandes e´chelles porteuses d’e´nergie est donc
donne´e par le ratio ltηK que l’on reformule grace a` l’Eq. 1.5 :
lt
ηK
=
u(ηK) lt
ν
(1.6)
Le nombre de Reynolds ainsi obtenu est peu aise´ a` manipuler car il fait intervenir a` la fois une caracte´ristique
des grandes e´chelles (lt) et une caracte´ristique des petites e´chelles (u(ηK)). L’Equation 1.6 sera donc refor-
mule´e dans le cadre de la the´orie de Kolmogorov en section 1.2.
1.2 Turbulence et spectre de Kolmogorov
A. Kolmogorov a e´labore´ en 1941 une premie`re the´orie sur la turbulence des petites e´chelles qui reste
encore d’actualite´ de nos jours (Kolmogorov [92]). La revue de Hunt & Vassilicos [83] donne une ide´e du
foisonnement d’ide´es qui a suivi la publication de cette the´orie.
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1.2.1 Universalite´ de la turbulence a` petite e´chelle
Cette the´orie repose sur l’ide´e qu’il existe un e´tat universel de la turbulence dans lequel l’e´volution des
tourbillons n’est plus re´gie par les instabilite´s qui en sont a` l’origine. Cet e´tat doit eˆtre atteint pour des
e´chelles largement infe´rieures a` l’e´chelle inte´grale de´finie a` l’Eq. 1.2. Kolmogorov introduisit alors une
quantite´ qui devait caracte´riser cet e´tat d’e´quilibre : la dissipation volumique d’e´nergie ². En supposant
que la dissipation provient d’un seul nombre d’onde note´ kη ∼ 1/ηK qui est directement relie´ aux petites
e´chelles, on peut e´crire que :
< ² >∼ νk2ηu2(kη) (1.7)
En s’appuyant sur la relation 1.4, on sait que u(kη) = νkη, ce qui nous permet d’e´crire une nouvelle
expression pour ηK :
ηK ∼
(
ν3
< ² >
) 1
4
(1.8)
1.2.2 Les hypothe`ses de similarite´
Kolmogorov e´nonc¸a ensuite deux hypothe`ses de similarite´ pour formuler sa the´orie :
? H1 : les statistiques de la vitesse ne de´pendent que de la dissipation volumique d’e´nergie < ² > et de
la viscosite´ cine´matique ν pour une turbulence homoge`ne et isotrope. Cette hypothe`se s’applique aux
e´chelles largement infe´rieures a` lt (i.e. pour k >> 1/lt) qui sont a` l’e´quilibre statistique, c’est-a`-dire
pour lesquelles on a :
∂E(k)
∂t
' 0 (1.9)
avec E(k) le spectre d’e´nergie cine´tique turbulente associe´e au nombre d’onde k.
? H2 : si le nombre de Reynolds est suffisamment grand, il existe un domaine d’e´chelles, le domaine
inertiel, pour lequel les statistiques de la vitesse ne de´pendent plus que de < ² >. Cette hypothe`se
induit que les grandes e´chelles sont largement se´pare´s des petites e´chelles sur le spectre e´nerge´tique1.
1.2.3 Lien avec les grandes e´chelles : la cascade e´nerge´tique
L’hypothe`se H2 impose que l’e´chelle de Kolmogorov soit la plus petite e´chelle de tourbillons qui
concentre encore toute l’e´nergie issue des grandes e´chelles. Pour une turbulence homoge`ne et isotrope, on
sait d’apre`s Batchelor [9] que l’e´nergie issue des grandes e´chelles e´volue selon :
∂u2(lt)
∂t
∼ u
3(lt)
lt
(1.10)
En e´galant la production d’e´nergie des grandes e´chelles (Eq. 1.10) avec le taux de dissipation d’e´nergie
(Eq. 1.7), on aboutit a` :
ηK =
(
u(lt)lt
ν
)− 3
4
lt (1.11)
1D’apre`s la relation 1.12, on sait que le flux d’e´nergie est non line´aire car E(k) de´pend non seulement de k mais aussi d’une
plage de nombres d’onde autour de k. Kolmogorov a postule´ que chacune de ces plages avait une e´tendue largement infe´rieure a` la
se´paration entre 1/lt et 1/ηK pour justifier a priori son processus de cascade e´nerge´tique.
26
1.3 Principe de la Simulations aux Grandes Echelles
Le ratio (lt/ηK) varie donc comme Re3/4lt , ce qui implique que le nombre de points d’une SND e´volue
commeRe
9/4
lt
points pour capturer toutes les e´chelles repre´sentatives du spectre e´nerge´tique. Dans une SND
pratique, on retient une limite de 10 ηK comme plus petite e´chelle re´solue dans un maillage comportant au
maximum quelques milliards de noeuds, ce qui limite les nombres de Reynolds accessibles par cette me´thode
a` quelques milliers.
1.2.4 Le spectre d’e´nergie dans le domaine inertiel
Le spectre d’e´nergie turbulente s’e´crit dans l’espace de Fourier (Batchelor [9]) :
E(k) =
1
2
k2
∫
4pi
φii(k)dΩk (1.12)
avec dΩk l’angle solide e´le´mentaire dans le domaine de Fourier et φij(k) la transforme´e de Fourier des
corre´lations doubles dans un champ homoge`ne de vitesse pour 2 points se´pare´s de r dans l’espace de Fou-
rier :
φij =
1
(2pi)3
∫
< ui(xi)uj(xi + r) > e−ik·rdr (1.13)
ou` i2 = −1. L’hypothe`se H2 permet aussi de de´terminer une expression pour le spectre d’e´nergie turbulente
E(k) en se fondant sur des arguments dimensionnels :
E(k) = CK < ² >
2
3 k−
5
3 (1.14)
ou` CK est la constante de Kolmogorov dont la valeur se situe entre 1.4 et 2.1 (une revue des diffe´rentes va-
leurs de CK est donne´e dans Chasnov [29]). Cette loi a e´te´ valide´e pour la premie`re fois expe´rimentalement
sur pre`s de trois de´cades de nombre d’onde avec la campagne de mesures de Grant & Moilliet [70] sur
le canal du Discovery Passage en 1962. La Figure 1.2 montre l’accord d’un grand nombre de mesures
expe´rimentales avec le mode`le de Kolmogorov pour des nombres de Reynolds relativement variables
(Chapman [28], Saddoughi & Veeravalli [155]).
1.3 Principe de la Simulations aux Grandes Echelles
Le transfert d’e´nergie en cascade depuis les grandes e´chelles vers par les petites e´chelles implique que
si l’on capture correctement la dynamique des grandes e´chelles, il suffit que les petites e´chelles dissipent la
bonne quantite´ d’e´nergie (Piomelli & Chasnov [133]). Cette assertion est d’un grand inte´reˆt pour la SGE
car elle implique qu’un mode`le repre´sentatif de la dynamique des petites e´chelles doit surtout dissiper la
bonne quantite´ d’e´nergie issue des grandes e´chelles (Piomelli & Chasnov [133]).
La Simulation aux Grandes Echelles se´pare les grandes e´chelles des petites e´chelles via un filtrage spatial2.
Les filtres les plus utilise´s dans l’espace physique sont les suivants (Piomelli & Chasnov [133], Sagaut
[156]) :
2Il est aussi possible de filtrer dans le domaine spectral (Sagaut [156] pre´sente l’exemple du filtre porte) et ainsi de de´river
un mode`le de sous-maille spectral (la revue sur la SGE de Lesieur & Metais [102] explicite notamment le mode`le spectral de
sous-maille de Kraichnan).
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FIG. 1.2 - Comparaisons des donne´es expe´rimentales compile´es originellement par Chapman [28] et comple´te´es par
Saddoughi & Veeravalli [155] avec le spectre mode`le de Kolmogorov (Eq. 1.14) pour des nombres de Reynolds
variant de 23 a` 3180. Les nombres a` la fin de chaque re´fe´rence sont les nombres de Reynolds associe´s aux
e´coulements conside´re´s.
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B le filtre boıˆte :
G(x) =
{
1
∆
si |x| < ∆2
0 sinon
(1.15)
B le filtre gaussien :
G(x) =
√
6
pi∆2
exp
(
−6x
2
∆2
)
(1.16)
ou` G est la fonction de filtrage, x la coordonne´e spatiale, ∆ la longueur de coupure du filtre. On remarquera
que ces deux filtres induisent un recouvrement fre´quentiel des quantite´s filtre´e et re´siduelle. De plus, ces
deux filtres ne sont pas idempotents.
Le champ turbulent instantane´ f est donc filtre´ dans le domaine physique D selon la proce´dure suivante3 :
f(x) =
∫
D
f(x′)G∆(x− x′)dx′ (1.17)
La quantite´ f peut donc s’e´crire f = f + f ′. On note que f 6= f .
Pour les e´coulements a` densite´ variable, un filtrage au sens de Favre est mieux adapte´ :
f˜(x) =
ρf(x)
ρ
(1.18)
On peut de´composer f de la meˆme manie`re que pre´ce´demment : f = f˜ + f”.
Dans un calcul SGE, la proce´dure de filtrage de´crite par l’Eq. 1.17 n’est pas explicite car c’est le maillage
qui tient lieu de filtre implicite.
La Figure 1.3 compare les approches SND, SGE et RANS sur un spectre ide´alise´ monodimensionnel de
l’e´nergie cine´tique turbulente. La longueur de coupure ∆ marque la se´paration entre les grandes e´chelles et
les petites e´chelles sur le spectre.
Les mode`les de sous-maille utilise´s dans le code de calcul seront explicite´s dans les sections 2.2 et 2.4 pour
les phases porteuse et disperse´e respectivement.
1.4 La phase disperse´e
L’atomisation de la nappe liquide issue d’un gicleur induit le plus souvent la ge´ne´ration d’une myriade
de gouttes de tailles tre`s diffe´rentes. La pre´sence de ces gouttes affecte plus ou moins l’e´coulement de la
phase porteuse (ici l’e´coulement gazeux) en fonction de la charge volumique en gouttes. On distingue ainsi
deux types d’e´coulement diphasiques (Crowe [38]) :
3Pour simplifier l’e´criture, on ne note pas ici la de´pendance en temps du filtre G et de la variable f .
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Résolu en SGE Modélisé en
SGE
Grandes échelles Petites échelles
Pente en -5/3 pour la turbulence pleinement développée
Modélisé en RANS / Résolu en SND
FIG. 1.3 - Spectre ide´alise´ de la turbulence et domaines d’influence des approches SND, SGE et RANS.
1. les e´coulements denses ou` le mouvement d’une goutte est controˆle´ principalement par les interac-
tions avec les autres gouttes au travers des diffe´rents types de collision (les diffe´rents phe´nome`nes
collisionnels sont aborde´s plus en de´tail dans l’annexe B).
2. les e´coulements dilue´s pour lesquels le mouvement d’une goutte est dirige´ par l’interaction avec
l’e´coulement de la phase gazeuse (un bilan des forces s’exerc¸ant sur une goutte isole´e dans un
e´coulement de phase porteuse est donne´ en annexe A).
Il est e´vident qu’un e´coulement diphasique peut pre´senter localement un comportement d’e´coulement
dense, par exemple dans le voisinage de l’atomiseur, tandis qu’il aura un comportement d’e´coulement dilue´
ailleurs. Ces deux aspects de l’e´coulement diphasique induisent une modulation variable de la turbulence
de la phase porteuse : la Figure 1.4 pre´sente une collection de re´sultats expe´rimentaux issue de Gore &
Crowe [66] qui indiquent que les grosses gouttes renforcent la turbulence de l’e´coulement gazeux tandis
que les plus petites l’atte´nuent. La transition entre ces deux comportements se situe vers une taille de goutte
de l’ordre d’un dixie`me de l’e´chelle inte´grale de l’e´coulement gazeux.
Un parame`tre tre`s important pour qualifier la dynamique des particules est le nombre de Stokes qui divise
le temps de relaxation des particules note´ τp par un temps caracte´ristique de la phase porteuse note´ τf :
St =
τp
τg
(1.19)
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FIG. 1.4 - Compilation de donne´es expe´rimentales sur l’influence du rapport (dp/lt) sur l’intensite´ turbulente de
l’e´coulement de gaz (tire´ de Gore & Crowe [66]).
Pour des gouttes sphe´riques inde´formables, le temps de relaxation des particules peut s’e´crire :
τp =
ρpd
2
p
18µgf
(1.20)
ou` ρp est la masse volumique du liquide, µg la viscosite´ dynamique du gaz et f un facteur correctif qui
de´pend du nombre de Reynolds particulaire Rep base´ sur la diffe´rence de vitesse entre la goutte et le gaz
environnant :
Rep =
dp|up − ug|
νg
(1.21)
ou` up est la vitesse de la particule, ug est la vitesse du gaz et νg est la viscosite´ cine´matique du gaz.
La Table 1.1 pre´sente les diffe´rentes formulations du facteur correctif f en fonction du nombre de Reynolds
particulaire.
Rep ¿ 1 < 1000 ≥ 1000
f 1 1 + 0.15 Re0.687p * 0.0183 Rep**
* Cette corre´lation revient a` Schiller & Nauman [160].
** Cette corre´lation a e´te´ propose´e par Putnam [141].
TAB. 1.1 - Formulation du facteur correctif f en fonction de Rep.
Un nombre de Stokes faible (St << 1) implique que les gouttes adoptent presque instantane´ment la vitesse
du gaz tandis que pour un nombre de Stokes e´leve´ (St >> 1), les gouttes ne sont pas ou peu affecte´es par
l’e´coulement de gaz. Ces deux comportements sont repre´sente´s sur la Fig. 1.5.
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FIG. 1.5 - Illustration des effets du nombre de Stokes sur la trajectoire de particules (trait pointille´) traversant une
couche de me´lange (trait plein) (adapte´ de Crowe et al. [37]).
Si le temps τg est caracte´ristique de la turbulence du gaz, on peut e´tablir une cartographie de l’interaction
entre la turbulence du gaz et les caracte´ristiques des gouttes (St et αl la fraction volumique de la phase
liquide), ce que montre la Fig. 1.6 adapte´e de Elghobashi & Truesdell [51].
FIG. 1.6 - Cartographie sugge´re´e par Elghobashi & Truesdell [51] concernant la modulation de turbulence du fluide
porteur par la phase disperse´e.
Les approches nume´riques des e´coulements diphasiques retiennent ge´ne´ralement un couplage direct ou
direct-inverse pour repre´senter la dynamique des particules. Si la pre´sence des particules affecte peu la
phase porteuse, ce qui est ge´ne´ralement le cas pour des charges tre`s faibles en particules et/ou des nombres
de Stokes e´leve´s (Crowe [39]), seul le couplage direct est applique´. En revanche, le couplage direct-inverse
induit en plus un effet de la phase disperse´e sur la phase porteuse, que ce soit sur les grandeurs moyennes
ou fluctuantes.
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Deux classes d’approches nume´riques peuvent eˆtre utilise´es pour traiter la phase disperse´e : le formalisme
Lagrangien (section 1.5) et le formalisme Eule´rien (section 1.6).
1.5 L’approche Lagrangienne
Le formalisme Euler-Lagrange a e´te´ originellement de´crit par Dukowicz [50]. Sachant que les
e´coulements diphasiques industriels font intervenir un nombre tre`s important de gouttes (de quelques
millions dans les bancs expe´rimentaux jusqu’a` plusieurs milliards dans les sprays industriels), on repre´sente
un certain nombre (ge´ne´ralement de quelques dizaines a` quelques centaines) de gouttes physiques rigou-
reusement identiques par une seule goutte nume´rique. L’hypothe`se que des gouttes initialement identiques
le restent tout au long du calcul peut cependant conduire a` des statistiques me´diocres sur la phase disperse´e
(Moin [120]).
Le formalisme Euler-Lagrange consiste donc a` de´crire la dynamique de ces gouttes nume´riques en re´solvant
a` chaque pas de temps Lagrangien les e´quations suivantes :
dXp,i
dt
= Vp,i (1.22)
d
dt
(mpVp,i) = Fp,i (1.23)
d
dt
(mpCpTp) = Q˙p (1.24)
avec ~Xp la position de la goutte, ~Vp sa vitesse, mp sa masse, Cp sa chaleur spe´cifique a` pression constante,
Tp sa tempe´rature, Fp les forces exte´rieures agissant sur la goutte et Q˙p le taux de transfert de chaleur avec
le gaz.
L’e´quation du mouvement de la goutte (Eq. 1.23) est ge´ne´ralement identifie´e comme l’e´quation BBO (pour
Basset-Boussinesq-Oseen). Maxey & Riley [116] ont de´rive´ l’e´quation BBO a` partir des premiers principes
de la Me´canique pour des nombres de Reynolds particulaires tre`s faibles (Rep < 1). Pour des e´coulements
gaz-particules ou` (ρp/ρf ) ∼ 103, on peut re´duire les forces qui s’appliquent a` la particule a` la seule force
de traine´e (l’annexe A pre´cise les autres forces qui peuvent s’appliquer a` une goutte isole´e.).
Le principal avantage de la me´thode Lagrangienne est le traitement naturel des phe´nome`nes associe´s a` la
pre´sence simultane´e de gouttes de diame`tres tre`s diffe´rents dans un e´coulement de phase porteuse :
B la dispersion diffe´rencie´e de ces gouttes suivant leur taille,
B les croisements des trajectoires de goutte,
B les collisions goutte/goutte et goutte/parois.
Cependant, l’interaction de la particule avec la turbulence du fluide porteur reste une difficulte´ de taille pour
les approches RANS et SGE ou` la vitesse locale et instantane´e du gaz autour de la goutte est inconnue.
Crowe et al. [40] proposent une revue des mode`les stochastiques qui ont e´te´ e´labore´s pour prendre en
compte cette interaction. On peut citer notamment les travaux suivants :
B Yuu et al. [205] proposent de conserver la particule dans un tourbillon de la phase porteuse tant que ce
dernier n’est pas dissipe´ puis de la transfe´rer ensuite a` une autre structure (on suppose implicitement
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que le pas de temps Lagrangien est e´gal a` la dure´e de vie des grandes e´chelles)4. La vitesse locale de
la phase porteuse est la somme de la vitesse locale moyenne du gaz et d’une vitesse fluctuante tire´e
d’une distribution gaussienne de vitesses dont la variance est proportionnelle a` l’e´nergie turbulente du
gaz.
B Dukowicz [50] a plutoˆt choisi de de´placer a` chaque pas de temps la particule d’une distance choisie
ale´atoirement dans une distribution gaussienne. Tout comme la pre´ce´dente, cette me´thode est incapable
de traiter le ”crossing trajectory effect”.
B Gosman & Ioannides [68] ont introduit une vitesse relative entre les e´chelles turbulentes et la particule
dans le cadre d’un mode`le RANS du type k−² pour la turbulence du fluide porteur. Dans ce mode`le, on
compare le temps de vie d’un tourbillon TE et le temps de re´sidence de la particule dans le tourbillon
TR qui s’e´crit :
TR =
l
|~urel| (1.25)
ou` ~urel est la vitesse relative entre le tourbillon et la particule. Le minimum de ces deux temps est le
temps d’interaction entre la particule et le tourbillon, ce qui permet de simuler le ”crossing trajectory
effect”. Ce mode`le stochastique a prouve´ sa robustesse (Mostafa & Mongia [125], Sommerfeld &
Krebs [176]) et reste le mode`le employe´ dans la grande majorite´ des codes commerciaux.
La me´thode Lagrangienne a e´te´ utilise´e avec succe`s dans les approches SGE (Sankaran & Menon
[157], Apte et al. [4], Ham et al. [79], Moin [120]). L’implantation de cette me´thode dans un code de calcul
ne´cessite cependant un certain nombre de de´veloppements critiques pour l’efficacite´ du calcul qui sont :
• l’algorithme de recherche des particules sur la grille eule´rienne (Lohner [109]). Par ordre d’effica-
cite´, on peut distinguer l’algorithme dit ”brute-force” (recherche syste´matique de la particule sur tous
les e´le´ments de la grille), l’algorithme dit ”modified brute-force” (recherche dans le voisinage de la
position pre´ce´dente de la particule) et l’algorithme dit ”known-vicinity” (recherche dans un voisinage
encore plus re´duit par la connaissance de la vitesse de la particule a` l’instant pre´ce´dent).
• l’algorithme de localisation de la particule dans l’e´le´ment de la grille eule´rienne ( Westermann
[199]). Cet algorithme est particulie`rement critique pour un maillage non structure´.
• une me´thode d’interpolation qui permet de retrouver les proprie´te´s du gaz a` l’endroit ou` se situe la
particule dans le volume de controˆle.
• la me´thode de paralle´lisation (Garcı´a et al. [63]). Pour une tre`s faible charge en particules dans des
ge´ome´tries simples, on peut se´parer les processeurs qui re´solvent uniquement l’e´coulement du gaz
de ceux qui re´solvent celui des gouttes. Par contre, pour des nombres plus e´leve´s de particules dans
des ge´ome´tries complexes, il est ne´cessaire d’utiliser plus de processeurs et donc de partitionner le
domaine de calcul en sous-domaines ou` chaque processeur traite les deux phases. De plus, la partition
du domaine doit eˆtre dynamique car la localisation spatiale de la charge liquide varie dans le temps.
1.6 L’approche Eule´rienne
L’approche Euler-Euler conduit a` assimiler la phase disperse´e a` une phase continue de´crites par des
grandeurs moyennes. En fonction de l’ope´ration de moyenne (volumique ou statistique), on distingue deux
4Cette approche n’est clairement pas applicable a` des particules fortement inertielles (St >> 1) qui peuvent traverser plusieurs
des grandes structures de l’e´coulement gazeux pendant la dure´e de vie caracte´ristique de ces grandes structures. Cet effet appele´
”crossing trajectory effect” a e´te´ identifie´ par Csandy [41].
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formalismes qui aboutissent a` des jeux d’e´quations tre`s similaires.
1.6.1 Moyenne volumique
Une description de l’approche eule´rienne en moyenne volumique est donne´e dans Simonin & Fe´vrier
[168] et Kaufmann [89].
On peut e´crire localement les e´quations de Navier-Stokes sans savoir a priori pour quelle phase car ces
e´quations arborent la meˆme forme dans chaque phase :
∂
∂t
(ρ) +
∂
∂xj
(ρuj) = Sρ (1.26)
∂
∂t
(ρui) +
∂
∂xj
(ρuiuj) =
∂
∂xj
(σij) + Su (1.27)
∂
∂t
(ρh) +
∂
∂xj
(ρujh) = − ∂
∂xj
(qj) +
d
dt
(p) + τij
∂
∂xj
(ui) + Sh (1.28)
avec Sρ, Su et Sh les termes d’e´changes entre phases. Les grandeurs utilise´es dans les e´quations 1.26 a` 1.28
ne prennent tout leur sens que quand on sait quelle phase est traite´e. Pour ce faire, on identifie la phase par
une fonction indicatrice χφ de´finie comme suit :
χφ =
{
1 si le volume e´le´mentaire est dans la phase φ
0 sinon
(1.29)
Une fois multiplie´es par la fonction indicatrice, les e´quations 1.26 a` 1.28 sont moyenne´es en volume.
L’ope´ration de moyenne < . >Ω en volume de la fonction indicatrice de phase de´finit la fraction volu-
mique αφ de la phase φ dans le volume de controˆle arbitraire note´ Ω :
αφ =< χφ >Ω=
1
Ω
∫
Ω
χφdΩ (1.30)
La moyenne volumique de toute quantite´ g note´e Gφ est obtenue en la multipliant par χφ et en l’inte´grant
sur le volume de controˆle :
αφGφ =< χφg >Ω=
1
Ω
∫
Ω
gχφdΩ (1.31)
L’ope´ration de moyenne en volume posse`de les proprie´te´s suivantes, dites de l’axiome de Reynolds :
1. Line´arite´ :
< f + g >Ω=< f >Ω + < g >Ω (1.32)
< λf >Ω= λ < f >Ω (1.33)
2. Idempotence :
<< f >Ω g >Ω=< f >Ω< g >Ω (1.34)
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3. Commutation avec les ope´rateurs de de´rivation spatiale et temporelle :
<
∂
∂xj
f >Ω=
∂
∂xj
< f >Ω (1.35)
<
∂
∂t
f >Ω=
∂
∂t
< f >Ω (1.36)
Les diffe´rentes e´tapes qui me`nent aux e´quations moyenne´es peuvent donc eˆtre liste´es de la manie`re suivante :
1. on multiplie les e´quations par la fonction indicatrice de phase χφ ;
2. on commute les ope´rateurs de de´rivation et la fonction indicatrice χφ ;
3. on applique l’ope´rateur de moyenne volumique <>Ω sur le volume de controˆle Ω ;
4. on mode´lise les termes non re´solus.
Ces e´tapes permettent d’aboutir aux e´quations moyenne´es de la phase liquide :
∂
∂t
ρφαφ +
∂
∂xj
ρφαφUφ,j = Sα,φ (1.37)
∂
∂t
ρφαφUφ,i +
∂
∂xj
ρφαφUφ,jUφ,i = Sui,φ (1.38)
ou` αφ =< χφ >Ω est la fraction volumique de la phase φ, ρφ sa masse volumique et Uφ,i sa vitesse
moyenne´e au sens de Favre (αφρφUφ,i =< ρφuφχφ >Ω). Sα,φ et Su,φ sont des termes a` mode´liser com-
prenant les effets de la pression, de la viscosite´, des e´changes entre phases et des fluctuations d’e´chelles
infe´rieures a` Ω.
1.6.2 Moyenne statistique
Une autre me´thode consiste a` conside´rer l’ensemble des particules pre´sentes comme des particules
statistiques. Cette me´thode est a` mettre en paralle`le avec la the´orie cine´tique des gaz (Grad [69]) et est
pre´sente´e par Simonin & Fe´vrier [168]. Elle permet notamment d’introduire le mouvement de´corre´le´ de
la particule par analogie avec le mouvement brownien des mole´cules d’un gaz, et la notion de champ
me´soscopique (Fe´vrier et al. [59]) de´fini comme la moyenne d’un ensemble de re´alisations particulaires
conditionne´e par une seule re´alisation du champ de phase porteuse.
Cette moyenne est de´crit par une fonction de densite´ de pre´sence fp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf ) base´e sur la
fonction particulaire Wp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf ) de´finie par :
Wp = δ(−→u p −−→c p(t))δ(Tp − ζp(t))δ(dp − βp(t))δ(−→x −−→x p(t))|Hf ) (1.39)
ou` δ est la distribution de Dirac, −→c p, ζp et βp sont respectivement la vitesse, la tempe´rature et diame`tre des
particule dans l’espace des phases. En supposant l’e´coulement dilue´, les corre´lations qui apparaissent dans
la phase disperse´e sont uniquement dues a` l’interaction des particules avec le fluide porteur environnant.
En supposant les particules relie´es a` une seule re´alisation de la phase porteuse, fp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf )
repre´sente une moyenne note´e< .|Hf > de la fonction particulaireWp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf ) sur un grand
nombre de re´alisations du champ particulaire, soit :
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fp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf ) = <Wp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf )|Hf >
= lim
Np→+∞
 1
Np
∑
Np
Np∑
m=1
Wp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf )
 (1.40)
fp(−→c p, ζp, βp,−→x p, t,Hf )∂−→c p∂ζp∂βp∂−→x p∂t est donc le nombre de particules dont les centres de masse a`
l’instant t sont de´finis par :
• une position −→x p dans l’intervalle [−→x ,−→x + ∂−→x ],
• une vitesse −→u p ∈ [−→c p,−→c p + ∂−→c p],
• une tempe´rature Tp ∈ [ζp, ζp + ∂ζp],
• un diame`tre dp ∈ [βp, βp + ∂βp].
Il est important de noter que le formalisme me´soscopique utilise´ par Boileau [15] et Lamarque [94] introduit
une fonction de densite´ de pre´sence fp(−→c p, ζp, µp,−→x p, t,Hf ) qui s’appuie notamment sur µp la masse des
particules et non le diame`tre afin de prendre en compte l’e´vaporation d’un spray monodisperse. On reprend
cette formulation dans la section 2.3 pour de´river les e´quations d’un spray monodisperse. Mossa [124] a
pre´fe´re´ employer la formulation de fp donne´e dans l’Eq. 1.40 qui fait apparaıˆtre le diame`tre βp dans l’espace
des phases. Cette formulation est reprise dans le chapitre 3 afin de de´river les termes spe´cifiquement relie´s
a` la polydispersion.
Cette fonction de densite´ de pre´sence (FDP) fp5 est classiquement gouverne´e par une e´quation de Boltz-
mann :
∂fp
∂t
+
∂−→c pfp
∂xi
= − ∂
∂cp,i
(
〈d
−→u p,i
dt
|−→c p, ζp, βp〉fp
)
− ∂
∂ζp
(
〈dTp
dt
|−→c p, ζp, βp〉fp
)
− ∂
∂βp
(
〈d dp
dt
|−→c p, ζp, βp〉fp
)
+
(
∂fp
∂t
)
collision
(1.41)
Dans l’Eq. 1.41, ∂∂t traduit la variation temporelle de n’importe quelle quantite´ physique se rapportant a`
la particule p et mesure´e d’un point de vue Lagrangien (c’est-a`-dire en suivant la particule le long de sa
trajectoire). 〈.|−→c p, ζp, βp〉 est une moyenne d’ensemble des re´alisations de la phase liquide.
(
∂fp
∂t
)
collision
est la variation temporelle de la FDP induite par les collisions, quels que soient les produits de ces collisions
(rebond, coalescence ou fragmentation).
Dans la section 2.3, on de´crit les principales e´tapes qui permettent d’obtenir les e´quations de conservation
sur les grandeurs pertinentes de la phase disperse´e a` partir de l’Eq. 1.41 sur la FDP :
1. graˆce a` la FDP, on de´finit une moyenne statistique locale des proprie´te´s du spray (section 2.3.2) ;
2. on multiplie l’Eq. 1.41 par une fonction particulaire Ψ, puis on la filtre graˆce a` la moyenne de´finie
pre´ce´demment afin d’e´tablir l’e´quation ge´ne´rale d’Enskog (section 2.3.4) ;
3. en remplac¸ant Ψ par les quantite´s pertinentes afin d’e´tablir un syste`me d’e´quations de conservation
sur la partie corre´le´e du mouvement de la phase disperse´e (section 2.3.5) ;
4. on applique des mode`les de fermeture pour le mouvement de´corre´le´ et pour les termes d’e´change avec
la phase porteuse (section 2.3.6).
5On notera que fp n’est pas une fonction de densite´ de probabilite´ au sens strict. En effet, son inte´grale dans l’espace des phases
n’est pas norme´e puisqu’e´gale au nombre volumique de particules sur le domaine d’inte´gration.
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1.7 Comparaison des approches Euler-Euler et Euler-Lagrange
La Table 1.2 donne un aperc¸u des qualite´s et des de´fauts des me´thodes Euler-Euler et Euler-Lagrange
dans le cadre de simulations SGE.
Pour la me´thode Lagrangienne, on retiendra principalement son traitement relativement intuitif de la poly-
dispersion allie´ a` un couˆt de calcul qui croit fortement avec le nombre de particules conside´re´es. Concernant
la me´thode Eule´rienne, son implantation assez aise´e est contrebalance´e par le surcouˆt induit par la prise
en compte de la polydispersion et une mode´lisation plus difficile. En particulier, si la polydispersion est
traite´e par une me´thode sectionnelle (Greenberg et al. [71]), le surcouˆt engendre´ est directement relie´ au
nombre de classes de taille conside´re´. Afin de pallier ce de´faut, Mossa [124] a propose´ une me´thode de pdf
pre´sume´e pour la distribution des tailles de goutte (cette me´thode est brie`vement de´crite dans le chapitre 3).
Approche Euler-Euler Approche Euler-Lagrange
AVANTAGES
? Traitement simple des zones denses ? Traitement ”naturel” des effets lie´s a`
la polydispersion
? Equations similaires a` celles du gaz ? Possibilite´ d’inclure facilement plus
de forces sur les gouttes
? Transport direct des grandeurs
Eule´riennes
? Se´paration intrinse`que des pas de
temps pour chaque phase
? Paralle´lisme facile a` implanter ?Qualite´ et pre´cision des re´sultats SGE
INCONVENIENTS
?Couˆt et implantation de la polydisper-
sion (surtout pour les me´thodes dites
”multi-fluides”)
? Couˆt de l’algorithme de de´tection des
particules
? Limitation de la me´thode dans les
zones tre`s dilue´es
? Paralle´lisme de´licat a` implanter
? Difficulte´ a` traiter correctement les
croisements de sprays*
? Utilisation de paquets nume´riques
regroupant plusieurs particules phy-
siques
? Le couplage inverse reste une ques-
tion ouverte.
L’interaction avec la turbulence de sous-maille
du fluide porteur s’ave`re difficile a` de´terminer.
* Desjardins et al. [45] a montre´ qu’une formulation Eule´rienne du type DQMOM (pour Direct Quadrature Method Of Moments)
est capable de de´crire les croisements de sprays.
TAB. 1.2 - Avantages et inconve´nients des approches Euler-Euler et Euler-Lagrange dans le cadre des simulations
SGE.
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Chapitre 2
Description des sprays monodisperses via le
mode`le Euler-Euler
2.1 Les e´quations de la phase porteuse
Les e´quations de la phase porteuse sont e´crites pour l’e´coulement fluide d’un me´lange compressible en
l’absence de combustion.
2.1.1 Les e´quations de conservation
Pour chaque quantite´ repre´sentative du fluide porteur, on e´crit une e´quation de conservation qui re´git
son e´volution spatio-temporelle. Ces quantite´s repre´sentatives sont la masse, la quantite´ de mouvement,
la fraction massique des espe`ces et l’e´nergie. On de´rive les e´quations de conservation pour l’e´coulement
monophasique d’un me´lange compressible de plusieurs espe`ces chimiques sans re´action de combustion.
Dans ce chapitre, une sommation s’applique implicitement a` toutes les grandeurs indice´es en espace i ou j
dans les termes ou` cet indice se re´pe`te. L’indice k e´chappe ici a` la notation einsteinienne et la sommation
sur k est formellement explicite´e.
Le syste`me des e´quations de conservation de´crivant l’e´volution d’un e´coulement de fluide compressible sans
re´action de combustion ni terme source radiatif s’e´crit :
∂ρ ui
∂t
+
∂
∂xj
(ρ ui uj) = − ∂
∂xj
[P δij − τij ] (2.1)
∂ρ E
∂t
+
∂
∂xj
(ρ E uj) = − ∂
∂xj
[ui (P δij − τij) + qj ] (2.2)
∂ρk
∂t
+
∂
∂xj
(ρk uj) = − ∂
∂xj
[Jj,k] (2.3)
Les Eq. 2.1 a` 2.3 correspondent respectivement a` la conservation de la quantite´ de mouvement (le vecteur
ρ u), la conservation de l’e´nergie totale (ρE) et des densite´s partielles de chaque espe`ce (ρk = ρYk ∀ k ∈
[[1, N ]] avec N le nombre total d’espe`ces), ou` ρ est la masse volumique du me´lange.
Il est d’usage de scinder le tenseur des flux en une partie convective et une partie visqueuse. On les note de
la manie`re suivante pour les trois e´quations de conservation (Eq. 2.1 a` 2.3) :
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Termes non visqueux :  ρ ui uj + P δij(ρE + P δij) uj
ρk uj
 (2.4)
ou` la pression hydrostatique P est obtenue graˆce a` l’e´quation d’e´tat d’un gaz parfait (Eq. 2.12)).
Termes visqueux :
Les composantes du tenseur des flux visqueux s’e´crivent : −τij−(ui τij)
Jj,k
 (2.5)
ou` Jk est le flux diffusif de l’espe`ce k de´crit en de´tail dans la section 2.1.3. Le tenseur des contraintes τij
est explicite´ dans la section 2.1.4.
L’e´tat de re´fe´rence qui est choisi correspond a` P0 = 1bar et T0 = 0K. Les enthalpies massiques sensibles
(hs,k) et entropies massiques (sk) de chaque espe`ce sont tabule´es de 0 a` 5000K par pas de 100K pour un
total de 51 valeurs. Ces quantite´s sont e´value´es comme suit :
hs,k(Ti) =
∫ Ti
T0=0K
Cp,kdT =
hms,k(Ti)− hms,k(T0)
Wk
et (2.6)
sk(Ti) =
smk (Ti)− smk (T0)
Wk
avec i ∈ [[1, 51]] (2.7)
L’exposant m indique des quantite´s molaires. Les valeurs tabule´es de hs,k(Ti) et sk(Ti) sont disponibles
dans les tables JANAF (Stull & Prophet [184]). L’e´nergie sensible de chaque espe`ce peut eˆtre reconstruite
de la manie`re suivante :
es,k(Ti) =
∫ Ti
T0=0K
Cv,kdT = hs,k(Ti)− rkTi avec i ∈ [[1, 51]] (2.8)
On remarquera que les capacite´s calorifiques a` pression constante en masse (cp,k) et en volume (cv,k) sont
suppose´es constantes entre Ti et Ti+1 (=Ti+100). Ces capacite´s de´finissent les pentes de hs,k(T ) et sk(T ).
L’e´nergie varie continuˆment avec la tempe´rature et est obtenue par interpolation line´aire :
es,k(T ) = es,k(Ti) + (T − Ti)es,k(Ti+1)− es,k(Ti)
Ti+1 − Ti (2.9)
L’e´nergie et l’enthalpie sensible du me´lange s’expriment de`s lors sous la forme :
ρes =
N∑
k=1
ρkes,k = ρ
N∑
k=1
Ykes,k (2.10)
ρhs =
N∑
k=1
ρkhs,k = ρ
N∑
k=1
Ykhs,k (2.11)
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2.1.2 L’e´quation d’e´tat du gaz
L’e´quation d’e´tat pour un me´lange parfait de gaz parfaits s’e´crit :
P = ρ r T (2.12)
ou` r est la constante molaire du me´lange des gaz parfaits qui de´pend de l’espace et du temps. La constante
massique du me´lange de gaz parfaits est calcule´e par r = R/W avec W la masse molaire du me´lange
d’espe`ces de´fini par :
1
W
=
N∑
k=1
Yk
Wk
(2.13)
La constante r et les capacite´s calorifiques de´pendent de la composition locale du me´lange :
r =
R
W
=
N∑
k=1
Yk
Wk
R =
N∑
k=1
Yk rk (2.14)
Cp =
N∑
k=1
Yk Cp,k (2.15)
Cv =
N∑
k=1
Yk Cv,k (2.16)
avecR = 8.314 J/mol.K. Le coefficient polytropique du me´lange est donne´ par γ = Cp/Cv. En conse´quence,
la constante des gaz, les capacite´s calorifiques ainsi que le coefficient polytropique ne sont plus constants.
Ces quantite´s de´pendent de la composition locale du me´lange et s’expriment en fonction des fractions mas-
siques locales de chaque espe`ce Yk(x, t) :
r = r(x, t), Cp = Cp(x, t), Cv = Cv(x, t), et γ = γ(x, t) (2.17)
La tempe´rature est de´duite de l’enthalpie sensible en utilisant les Eq. 2.9 et 2.10. Par ailleurs, les conditions
aux limites ne´cessitent la connaissance de la vitesse du son c dans le me´lange qui est donne´e par :
c =
√
γ r T (2.18)
2.1.3 Conservation de la masse : Flux diffusifs des espe`ces
Dans les e´coulements de me´lange multi-espe`ces, la conservation de la masse totale du me´lange implique
la relation suivante :
N∑
k=1
Yk V
k
i = 0 (2.19)
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avec V ki les composantes de la vitesse diffusive de l’espe`ce k dans les directions (i = 1, 2, 3). En utilisant
l’approximation de Hirschfelder & Curtis (Hirschfelder et al. [81]), on les exprime sous forme de gradients :
Xk V
k
i = −Dk
∂Xk
∂xi
(2.20)
ou` Xk est la fraction molaire de l’espe`ce k : Xk = Yk(W/Wk). Si on exprime l’Eq. 2.20 en fonction de la
fraction massique, on aboutit a` :
Yk V
k
i = −Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
(2.21)
La sommation de l’Eq. 2.21 sur toutes les espe`ces doit redonner la conservation de la masse totale du
me´lange. Pour ce faire, une vitesse de correction note´e V ci est introduite (chapitre 1 de Poinsot & Veynante
[138]) :
V ci =
N∑
k=1
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
(2.22)
Cette vitesse correctrice permet de finaliser l’expression du tenseur des flux diffusifs pour chaque espe`ce k,
soit :
Ji,k = −ρ
(
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
− YkV ci
)
(2.23)
Dans l’Eq. 2.23, le facteur Dk est le coefficient de diffusion de l’espe`ce k dans le me´lange.
2.1.4 Tenseur des contraintes visqueuses
En s’appuyant sur une hypothe`se de Boussinesq, le tenseur des contraintes visqueuses τij peut s’e´crire :
τij = 2µ(Sij − 13δijSll) (2.24)
avec
Sij =
1
2
(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
) (2.25)
Il est possible de re´e´crire l’Eq. 2.24 sous la forme :
τxx = 2µ3 (2
∂u
∂x − ∂v∂y − ∂w∂z ), τxy = µ(∂u∂y + ∂v∂x)
τyy = 2µ3 (2
∂v
∂y − ∂u∂x − ∂w∂z ), τxz = µ(∂u∂z + ∂w∂x )
τzz = 2µ3 (2
∂z
∂w − ∂u∂x − ∂v∂y ), τyz = µ(∂v∂z + ∂w∂y )
(2.26)
ou` µ est la viscosite´ dynamique du fluide porteur.
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2.1.5 Vecteur des flux de chaleur
Dans les e´coulements de me´lange multi-espe`ces, un terme additionnel de flux de chaleur apparaıˆt dans
le flux diffusif de chaleur. Ce terme recouvre le transport de chaleur a` travers la diffusion mole´culaire des
espe`ces. Le vecteur des flux de chaleur s’e´crit alors :
qi = −λ ∂T
∂xi︸ ︷︷ ︸
Conduction de chaleur
−ρ
N∑
k=1
(
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
− YkV ci
)
hs,k︸ ︷︷ ︸
Flux de chaleur par diffusion mole´culaire
= −λ ∂T
∂xi
+
N∑
k=1
Ji,khs,k (2.27)
avec λ = (µCp)/(Pr) la conductivite´ thermique qui fait intervenir le nombre de Prandtl, Xk la fraction
molaire de l’espe`ce k et W la masse molaire du me´lange de´finie par 1/W =
∑N
k=1(Yk/Wk).
2.1.6 Coefficients de transport
Une hypothe`se particulie`rement re´pandue consiste a` supposer que la viscosite´ dynamique µ est
inde´pendante de la composition du me´lange et proche de celle de l’air, ce qui permet d’utiliser la loi de
Sutherland :
µ = c1
T 3/2
T + c2
Tref + c2
T
3/2
ref
(2.28)
avec des coefficients c1 et c2 qui doivent eˆtre ajuste´s afin de s’approcher de la viscosite´ re´elle du me´lange.
En particulier, pour l’air a` Tref = 273K, c1 vaut 1.71 10−5 kg/m.s et c2 vaut 110.4 K (White [200]). Une
autre relation en puissance de T est e´galement utilise´e :
µ = c1(
T
Tref
)b (2.29)
ou` b se situe typiquement entre 0.5 et 1.0 (0.76 pour l’air).
La conductivite´ thermique du me´lange est calcule´e en tenant compte du nombre de Prandtl mole´culaire soit :
λ = µ
Cp
Pr
(2.30)
avec Pr que l’on suppose constant dans le temps et dans le domaine de calcul.
La de´termination du coefficient de diffusion Dk relatif a` l’espe`ce k dans le me´lange est un proble`me a` part
entie`re. De tels coefficients devraient eˆtre exprime´s en fonction des coefficients binairesDij qui apparaissent
dans la the´orie cine´tique des gaz (Hirschfelder et al. [81]). Le coefficient Dk est calcule´ selon la relation
(Bird et al. [14]) :
Dk =
1− Yk∑N
j 6=kXj/Djk
(2.31)
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Les termesDij sont des fonctions complexes qui font intervenir des inte´grales de collision inter-mole´culaire
et des variables thermodynamiques particulie`res. Dans une approche SND reposant sur des sche´mas
cine´tiques complets, utiliser l’Eq. 2.31 est approprie´. Dans tous les autres cas, mode´liser la diffusivite´
mole´culaire de chaque espe`ce du me´lange de manie`re pre´cise n’a que peu d’inte´reˆt. C’est pourquoi Dk est
souvent approxime´. En supposant les nombres de Schmidt de chaque espe`ce Sck constants, l’expression du
coefficient de diffusion Dk se re´duit a` :
Dk =
µ
ρSck
(2.32)
On notera que les nombres Pr and Sck e´valuent respectivement la diffusion thermique et mole´culaire par
rapport a` la diffusion de quantite´ de mouvement.
2.1.7 Les e´quations de conservation filtre´es
La quantite´ filtre´e f est directement re´solue dans la simulation tandis que la quantite´ re´siduelle f ′ = f−f
doit eˆtre mode´lise´e. L’ope´ration de filtrage lie´e a` la me´thode SGE et de´finie dans la section 1.3 est donc
applique´e aux e´quations de conservation pre´sente´es dans la section 2.1.1 :
∂ρ u˜i
∂t
+
∂
∂xj
(ρ u˜i u˜j) = − ∂
∂xj
[P δij − τij − τij t] (2.33)
∂ρ E˜
∂t
+
∂
∂xj
(ρ E˜ u˜j) = − ∂
∂xj
[ui (P δij − τij) + qj + qjt] +Qr (2.34)
∂ρ Y˜k
∂t
+
∂
∂xj
(ρ Y˜k u˜j) = − ∂
∂xj
[Jj,k + Jj,k
t] (2.35)
Les Equations 2.33 a` 2.35 mettent en jeu des tenseurs de flux que l’on peut scinder en trois contributions :
non-visqueuse, visqueuse et turbulente de sous-maille. Leurs expressions sont les suivantes :
Tenseur non visqueux :
Les composantes du tenseur des flux non visqueux adoptent la meˆme forme que celles utilise´es en SND
(section 2.1.1) mais avec les grandeurs filtre´es :
 ρu˜i u˜j + P δijρE˜u˜j + P ujδij
ρku˜j
 (2.36)
Tenseur visqueux :
Les composantes du tenseur des flux visqueux s’e´crivent :
 −τij−(ui τij) + qj
Jj,k
 (2.37)
L’ope´ration de filtrage induit la pre´sence de termes non ferme´s que l’on doit mode´liser :
Termes relatifs a` la turbulence de sous-maille :
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Les flux turbulents de sous-maille sont exprime´s sous la forme :
 −τij tqjt
Jj,k
t
 (2.38)
2.1.8 Le tenseur filtre´ des flux visqueux
Les termes de diffusion filtre´s sont les suivants (chapitre 4 de Poinsot & Veynante [138]) :
• le tenseur filtre´ des contraintes laminaires τ˜ij est donne´ par la relation :
τij = 2µ(Sij − 13δijSll)
≈ 2µ(S˜ij − 13δijS˜ll)
(2.39)
dans laquelle on a :
S˜ij =
1
2
(
∂u˜j
∂xi
+
∂u˜i
∂xj
), (2.40)
L’Equation 2.39 peut aussi prendre la forme suivante :
τxx ≈ 2µ3 (2∂eu∂x − ∂ev∂y − ∂ ew∂z ), τxy ≈ µ(∂eu∂y + ∂ev∂x)
τyy ≈ 2µ3 (2∂ev∂y − ∂eu∂x − ∂ ew∂z ), τxz ≈ µ(∂eu∂z + ∂ ew∂x )
τzz ≈ 2µ3 (2∂ ew∂z − ∂eu∂x − ∂ev∂y ), τyz ≈ µ(∂ev∂z + ∂ ew∂y )
(2.41)
• le flux diffusif des espe`ces est calcule´ via la relation :
Ji,k = −ρ
(
Dk
Wk
W
∂Xk
∂xi
− YkVic
)
≈ −ρ
(
Dk
Wk
W
∂ eXk
∂xi
− Y˜kV˜ic
)
,
(2.42)
dans laquelle on a ne´glige´ les corre´lations d’ordre e´leve´.
• le flux de chaleur filtre´ s’e´crit :
qi = −λ ∂T∂xi +
∑N
k=1 Ji,khs,k
≈ −λ ∂ eT∂xi +∑Nk=1 Ji,k h˜s,k (2.43)
Ces diffe´rentes expressions reposent sur l’hypothe`se que les variations spatiales des flux de diffusion
mole´culaires sont ne´gligeables et que ces derniers peuvent eˆtre mode´lise´s sous forme de gradients.
2.2 Les mode`les de sous-maille sur la phase gazeuse
L’ope´ration de filtrage permet de se´parer les grandes e´chelles des petites e´chelles, ou e´chelle de sous-
maille. La section 2.2.1 pre´cise les concepts associe´s aux e´chelles de sous-maille. La section 2.2.2 se penche
sur la fermeture des flux de chaleur et de diffusion mole´culaire des espe`ces. Le cas particulier du tenseur
SGS (pour ”Sub-Grid Scale”) des contraintes de Reynolds est traite´ dans la section 2.2.3.
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2.2.1 Concepts associe´s aux e´chelles de sous-maille
La section 1.2 a pre´sente´ l’expression de´termine´e par Kolmogorov [92] du spectre d’e´nergie cine´tique
turbulente dans le sous-domaine inertiel pour une turbulence homoge`ne et isotrope. On a vu que ce domaine
relie les plus grandes aux plus petites e´chelles exclusivement via le flux d’e´nergie qui y circule.
La contribution des plus petites e´chelles est principalement d’ordre e´nerge´tique et est e´troitement relie´e au
flux d’e´nergie qui parcourt le sous-domaine inertiel. La tre`s grande majorite´ des approches SGE existantes
conside`re uniquement le processus de cascade directe d’e´nergie, c’est-a`-dire en mode´lisant uniquement le
transfert d’e´nergie des plus grandes e´chelles vers les plus petites. Cette hypothe`se de travail est ge´ne´ralement
justifie´e par la tre`s faible remonte´e d’e´nergie des plus petites e´chelles vers les plus grandes e´chelles (i.e. la
cascade inverse ou ”backscatter” en anglais) comparativement a` la cascade directe. L’e´tude du ”backscatter”
par la me´thode SND de Piomelli et al. [135] a cependant montre´ que ce phe´nome`ne augmentait fortement
avec le nombre de Reynolds de l’e´coulement. Le mode`le de forc¸age stochastique de Chasnov [29] constitue
l’un des rares mode`les a` prendre en compte a` la fois les cascades directe et inverse d’e´nergie.
Si la contribution de sous-maille est mode´lise´e dans le domaine spatial, deux voies s’offrent a` l’utilisateur
de la SGE :
• les termes de sous-maille sont calcule´s explicitement. Le concept de viscosite´ de sous-maille (ou
hypothe`se de Boussinesq) permet alors de simuler l’action dissipative des plus petites e´chelles par une
viscosite´ analogue a` la diffusion mole´culaire.
• les effets dissipatifs des termes de sous-maille sont inclus implicitement dans l’erreur de troncature
du sche´ma nume´rique. Cette implicitation des termes de sous-maille (souvent re´fe´rence´ sous le nom
de ILES pour ”Implicit Large Eddy Simulations”) peut notamment s’appuyer sur un de´centrement du
terme convectif pour induire artificiellement une dissipation (Oran & Boris [130], Fureby et al. [61]).
2.2.2 Les mode`les de sous-maille pour les flux de chaleur et les flux d’espe`ce
Le vecteur des flux SGS de diffusion des espe`ces s’e´crit formellement :
Ji,k
t = ρ (u˜iYk − u˜iY˜k) (2.44)
Ji,k
t
est mode´lise´ de la manie`re suivante :
Ji,k
t = −ρ
(
Dk
tWk
W
∂X˜k
∂xi
− Y˜kV˜ic,t
)
(2.45)
avec :
Dtk =
νt
Sctk
(2.46)
Le nombre de Schmidt turbulent Sctk est pris e´gal a` 1 pour toutes les espe`ces. On remarquera que prendre
un seul nombre de Schmidt turbulent pour toutes les espe`ces n’implique pas que V˜ c,t = 0 du fait du facteur
Wk/W dans l’Eq. 2.45. Les vitesses de correction de la diffusion sont obtenues en se´parant les contributions
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laminaire et turbulente, soit :
V˜ ci + V˜
c,t
i =
N∑
k=1
(
µ
ρSck
+
µt
ρSctk
)
Wk
W
∂X˜k
∂xi
(2.47)
Le vecteur SGS des flux de chaleur s’e´crit formellement :
qi
t = ρ(u˜ies − u˜ie˜s) (2.48)
ou` es est l’e´nergie massique.
q˜t est mode´lise´ en prenant en compte un flux de chaleur par conduction (loi de Fourier) associe´ a` un flux de
chaleur par diffusion des espe`ces :
qi
t = −λt ∂T˜
∂xi
+
N∑
k=1
Ji,k
t
h˜s,k (2.49)
avec
λt =
µtCp
Prt
(2.50)
Le nombre de Prandtl turbulent Prt est pris e´gal a` 0.9.
2.2.3 Les mode`les de sous-maille pour le tenseur de Reynolds (τij t)
Les mode`les du tenseur SGS des contraintes de Reynolds disponibles dans le code de calcul sont :
B le mode`le de Smagorinsky,
B le mode`le de Smagorinsky filtre´,
B le mode`le de Smagorinsky dynamique,
B le mode`le WALE pour ”Wall-Adapting Local Eddy-viscosity”.
Ces mode`les s’appuient tous sur la meˆme hypothe`se the´orique d’invariance spatiale et temporelle du filtre
SGE. Des variations dans la taille du filtre dues a` un maillage non uniforme ou a` un maillage mobile ne
sont pas directement prises en compte. Le changement de topologie de la cellule n’est pris en compte qu’au
travers du calcul local de la taille de maille caracte´ristique : ∆ = V 1/3cell .
L’influence de la sous-maille sur la quantite´ de mouvement des e´chelles re´solues est prise en compte au
travers d’un mode`le SGS utilisant une viscosite´ turbulente que l’on note νt. Une telle approche suppose que
les effets de sous-maille soient uniquement d’ordre dissipatif. Cette hypothe`se est valide si l’on applique la
the´orie de Kolmogorov [92]. En introduisant la notion de viscosite´ turbulente, on de´finit la forme ge´ne´rale
suivante pour les mode`les SGS :
τij
t = −ρ (u˜iuj − u˜iu˜j) (2.51)
mode´lise´ par : τij t = 2 ρ νt S˜ij − 13 τll
t δij (2.52)
avec : S˜ij =
1
2
(
∂u˜i
∂xj
+
∂u˜j
∂xi
)
− 1
3
∂u˜k
∂xk
δij (2.53)
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ou` τij
t est le tenseur des contraintes de Reynolds, νt est la viscosite´ turbulente de sous-maille, u˜i est la
composante i filtre´e du vecteur vitesse et S˜ij est le tenseur des vitesses de de´formation filtre´.
Le mode`le de Smagorinsky standard
Dans le mode`le de Smagorinsky standard (Smagorinsky [173]), on suppose que la diffusion des e´chelles
de sous-maille est e´gale a` la production des grandes e´chelles, ce qui traduit l’hypothe`se d’e´quilibre local
< −τijSij >=< ² > (Sagaut [156], Piomelli & Chasnov [133]) a` l’e´chelle de coupure du filtre. La viscosite´
turbulente νt s’e´crit alors :
νt =
(
CS∆
)2√2 S˜ij S˜ij (2.54)
(2.55)
avec ∆ l’e´chelle de coupure du filtre qui est ge´ne´ralement assimile´e a` la taille locale de maille. La longueur
de coupure du filtre associe´ au mode`le standard de Smagorinsky est donc implicitement CS∆ avec CS la
constante de Smagorinsky. Cette constante a e´te´ de´termine´e analytiquement par Lilly [107] en supposant
que le nombre d’onde a` la coupure kc = pi/∆ appartient au domaine inertiel (i.e. l’e´nergie turbulente a` la
coupure s’e´crit a` partir de l’Eq. 1.14), ce qui permet d’e´crire :
CS =
1
pi
(
2
3CK
)3/4
' 0.18 avec CK = 1.4 (2.56)
Cette valeur de 0.18 pour CS a e´te´ battue en bre`che par les simulations de Deardorff [43], Piomelli et al.
[134] qui pointent vers une valeur plus faible de 0.1. En effet, le mode`le de Smagorinsky surpre´dit la
diffusion des grandes e´chelles, ce qui est dommageable en proche paroi ou lorsque l’e´coulement transite
vers la turbulence.
Dans ce travail, l’expression de νt n’est pas rigoureusement celle de l’Eq. 2.55 car on n’utilise pas l’ex-
pression exacte de S˜ij (Eq. 2.53) mais une expression approche´e dans laquelle les effets de compressi-
bilite´ associe´s au terme −(1/3) (∂u˜k/∂xk) δij sont ne´glige´s. Erlebacher et al. [52] a montre´ que cette
approximation e´tait valide si le nombre de Mach de sous-maille (MSGS) restait infe´rieur a` 0.4, sachant que
τkk = γM2SGSp.
Le mode`le de Smagorinsky filtre´
Dans le mode`le de Smagorinsky filtre´ (Ducros et al. [48]), la viscosite´ turbulente s’e´crit :
νt = (CSF4)2
√
2HP (S˜ij)HP (S˜ij) avec CSF = 0.37 (2.57)
Dans l’Eq. 2.57, HP (S˜ij) est le tenseur des vitesses de de´formation re´solu et filtre´ qui permet a priori
de re´cupe´rer la dynamique des petites e´chelles (le filtre note´ HP est de type passe-haut). Le filtrage du
terme S˜ij est donc explicite, ce qui peut induire des erreurs de commutation entre le filtre et l’ope´rateur
de de´rivation spatiale inclus dans Sij , surtout sur une grille non structure´e (Marsden & Vasilyev [113]).
Gullbrand [72], Brandt [20, 21] ont e´tudie´ l’effet d’un de´couplage de la longueur du filtre explicite avec la
longueur du mode`le de Smagorinsky (relie´e implicitement a` la longueur du maillage) dans un e´coulement
de canal turbulent. Ces e´tudes ont montre´ en particulier qu’une augmentation de la taille du filtre par rapport
a` la taille de maille conduisait a` une meilleure repre´sentation des phe´nome`nes locaux lie´s a` la turbulence.
De plus, le mode`le de Smagorinsky filtre´ pre´dit une meilleure transition vers la turbulence (Ducros et al.
[48]).
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Le mode`le de Smagorinsky dynamique
Le mode`le de Smagorinsky dynamique (Germano et al. [64], Lilly [108]) de´termine localement et dyna-
miquement une valeur pour la constante de Smagorinsky CS . Ce mode`le repose sur l’identite´ de Germano
(Germano et al. [64]) qui s’e´crit pour un filtrage de Favre :
Lij = τ˜ij − ˇ˜τ ij (2.58)
avec :
Lij = ρ
(
ˇu˜iu˜j − ˇ˜ui ˇ˜uj
)
(2.59)
ˇ˜τ ij = ρ
(
ˇ˜uiuj − ˇ˜ui ˇ˜uj
)
(2.60)
τ˜ij = ρ (u˜iuj − u˜iu˜j) (2.61)
ou` le symbole ˇ de´signe ici un filtre test. Germano et al. [64] a montre´ que la valeur du ratio des tailles de
filtre ∆ˇ/∆ influait tre`s peu sur les grandeurs moyennes et fluctuantes de l’e´coulement, ce qui permet de fixer
arbitrairement ce ratio a` 2 par exemple. Les tenseurs τ˜ et ˇ˜τ sont respectivement les tenseurs de sous-maille
correspondant a` un et deux niveaux de filtrage. Ces deux tenseurs sont e´crits avec le mode`le de Smagorinsky
(Eq. 2.55), ce qui permet d’exprimer le tenseur L sous la forme :
Lij = ρ(C2S)
(
−2
[
(∆ˇ
2
√
2 ˇ˜Sij
ˇ˜
Sij)− (∆2
√
2 S˜ij S˜ij)
])
= ρ(C2S)Mij (2.62)
L’Equation 2.62 permet d’exprimer la constante CS en fonction de quantite´s re´solues. Plusieurs possibilite´s
ont e´te´ explore´es pour calculer CS :
B Germano et al. [64] a propose´ de multiplier chaque membre de l’Eq. 2.62 par S˜ij afin d’e´crire la
constanteCS commeC2S = (< LijS˜ij >)/(< MijS˜ij >). Le symbole< . >marque ici une moyenne
suivant des plans ou` l’e´coulement est homoge`ne. Cette me´thode s’ave`re proble´matique quand S˜ij −→
0 ou quand la constante CS de´pend de plusieurs coordonne´es spatiales.
B Lilly [108] s’appuie sur une minimisation de la norme L2 de la diffe´rence Lij − (ˇ˜τ ij − τˇij) sur un
large volume d’e´coulement.
On notera que l’Eq. 2.62 fait apparaıˆtre deux tenseurs de norme comparable, ce qui peut induire une viscosite´
turbulente ne´gative ge´ne´ralement interpre´te´e comme un effet de ”backscatter” (section 2.2.1). Dans le code
de calcul, une viscosite´ ne´gative n’est pas souhaitable car elle peut de´stabiliser localement le calcul, ce qui
explique que de telles valeurs soient automatiquement e´vite´es dans le code. La revue de Meneveau & Katz
[118] pre´sente un large panel d’e´coulements ou` le mode`le de Smagorinsky dynamique a e´te´ employe´ avec
succe`s. Cependant, cette re´ussite semble encore mal comprise et la justification classique via l’hypothe`se de
similarite´ d’e´chelles est largement remise en cause (Jime´nez [88], Pope [139]).
Le mode`le WALE
Le mode`le WALE a e´te´ de´veloppe´ par Ducros et al. [49] afin de pallier le de´faut du mode`le de Sma-
gorinsky classique concernant les e´coulements en proche paroi. Dans ce mode`le, la viscosite´ turbulente est
de´finie par :
νt = (Cw∆)2
(sdijs
d
ij)
3/2
(S˜ijS˜ij)5/2+(sdijs
d
ij)5/4
(2.63)
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Cw est la constante du mode`le de Smagorinsky dont la valeur est fixe´e a` : Cw = 0.4929, sdij est la partie
de´viatrice du taux de de´formations re´solu :
sdij =
1
2
(g˜2ij + g˜
2
ji)−
1
3
g˜2kk δij (2.64)
ou` g˜ij = ∂eui∂xj .
Par construction, la viscosite´ turbulente est nulle dans un e´coulement 2D ce qui ame´liore la transition lami-
naire/turbulent et permet de retrouver les lois d’e´chelle en proche paroi. Thobois [188] a d’ailleurs montre´
que l’erreur lie´e a` l’absence de traitement aux parois (via les lois de paroi de´veloppe´es par Schmitt et al.
[161]) pouvait eˆtre re´duite en utilisant le mode`le WALE plutoˆt que le mode`le standard de Smagorinsky
(section 2.2.3).
2.3 Les e´quations de la phase disperse´e
Les e´quations de la phase disperse´e utilise´es dans cette the`se sont de´rive´es du filtrage statistique propose´
par Simonin & Fe´vrier [168], Fe´vrier et al. [59]. Introduite dans la section 1.6.2, cette me´thode repose
sur la de´finition d’une fonction de densite´ de pre´sence (FDP) repre´sentative de la population de particules.
L’e´quation de Boltzmann (Eq. 1.41) qui gouverne cette FDP permet d’e´crire les e´quations de la phase
disperse´e.
2.3.1 Hypothe`ses de travail sur la phase disperse´e
Un certain nombre d’hypothe`ses sont utilise´es pour e´crire les e´quations de conservation sur la phase
disperse´e. Elles sont explicitement donne´es ici :
H1 - Les particules sont des gouttes sphe´riques et inde´formables, ce qui est ve´rifie´ si la tension superficielle
de la goutte est supe´rieure aux forces ae´rodynamiques exte´rieures.
H2 - Le ratio des masses volumiques du liquide et du gaz permet de supposer que la seule force exerce´e
par le fluide porteur sur les gouttes est la traıˆne´e.
H3 - La tempe´rature (donc l’enthalpie sensible) est homoge`ne a` l’inte´rieur de chaque goutte. Cela revient
a` supposer une conductivite´ infinie dans la phase liquide.
H4 - L’effet de la gravite´ est ne´gligeable1.
H5 - La taille des gouttes est bien infe´rieure a` l’e´chelle de Kolmogorov, ce qui permet de justifier l’emploi
du formalisme me´soscopique.
H6 - L’e´coulement est dilue´ (typiquement αl < 0.01). Par conse´quent, les effets d’encombrement volu-
mique de la phase disperse´e sur la phase porteuse sont ne´gligeables : la fraction volumique gazeuse
vaut 1− αl = 1.
H7 - Graˆce a` l’hypothe`se H6, les interactions goutte-goutte sont ne´gligeables : C = 0.
H8 - Graˆce a` l’hypothe`se H6, la phase porteuse est faiblement alte´re´e par la pre´sence du spray ce qui
permet d’utiliser une FDP conditionne´e par une seule re´alisation de la phase porteuse.
1Cette hypothe`se peut eˆtre facilement relaxe´e par l’ajout d’un terme source dans l’e´quation de conservation de la quantite´ de
mouvement (Eq. 2.81).
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2.3.2 Ope´rations de moyenne dans l’espace des phases
L’e´quation de transport pour un moment de la FDP fp s’obtient en multipliant l’Eq. 1.41 par la fonction
particulaire ψ(~cp, ζp, µp) puis en inte´grant l’e´quation obtenue dans l’espace des phases. La moyenne de
phase de cette fonction ψ(~cp, ζp, µp) est de´finie par :
{ψ}l = 1
n˘l
∫
ψ(~cp, ζp, µp)fp(~cp, ζp, µp; ~x, t|Hf )d~cpdζpdµp (2.65)
n˘l est le nombre de particules par unite´ de volume. Celui-ci s’obtient en moyennant la FDP sur l’ensemble
des re´alisations possibles, soit :
n˘l =
∫
fp(~cp, ζp, µp; ~x, t|Hf )d~cpdζpdµp (2.66)
La moyenne de phase de ψ(~cp, ζp, µp) repre´sente la moyenne de ψ sur l’ensemble des re´alisations possibles
de la phase disperse´e (conditionne´e sur une re´alisation de la phase gazeuse). Cette moyenne est une
moyenne d’ensemble dite statistique.
Si le poids mp des particules varie localement (du fait de l’e´vaporation notamment), il est plus judicieux
d’utiliser une moyenne d’ensemble dite massique2 note´e < . >p par analogie avec la moyenne de Favre :
ψ˘ = 〈ψ〉l =
1
ρlα˘l
∫
µpψ(~cp, ζp, µp)fp(~cp, ζp, µp; ~x, t|Hf )d~cpdζpdµp (2.67)
ou` ρl est la masse volumique des particules et α˘l est la fraction volumique en particules. Cette dernie`re est
de´finie par :
ρlα˘l = n˘l{mp}l =
∫
µpfp(~cp, ζp, µp; ~x, t|Hf )d~cpdζpdµp (2.68)
2.3.3 Comple´mentarite´ des grandeurs me´soscopiques et de´corre´le´es
Dans l’approche statistique de Simonin & Fe´vrier [168] et Fe´vrier et al. [59], si l’on connaıˆt la re´alisation
de la phase porteuse, les quantite´s lie´es au mouvement particulaire se de´composent en deux contributions :
1. une contribution corre´le´e dite me´soscopique, de´finie par l’Eq. 2.67 et qui correspond a` une moyenne
sur l’ensemble des re´alisations de la phase disperse´e compatibles avec la re´alisation de la phase por-
teuse. Cette quantite´ est repre´sentative du mouvement d’ensemble des particules. Ainsi, la vitesse
me´soscopique est note´e u˘l.
2. une contribution de´corre´le´e qui traduit la de´viation individuelle de chaque particule par rapport a`
la quantite´ me´soscopique. Cette quantite´ de´corre´le´e est intrinse`quement rattache´e au mouvement
de´corre´le´ (en anglais RUM pour Random Uncorrelated Motion) de la phase disperse´e. Ainsi, la vitesse
de´corre´le´e est note´e δup.
La Figure 2.1 sche´matise les contributions me´soscopique et de´corre´le´e sur la vitesse particulaire. La vitesse
Lagrangienne de la particule nume´rote´e k est donc la somme des deux composantes de´finies pre´ce´demment :
u
(k)
p,j (t) = u˘
(k)
l,j
(
~x(k)p (t), t
∣∣∣Hf)+ δu(k)p,j (t) (2.69)
2Il s’agit ici d’un abus de langage : la moyenne massique recouvre en fait une moyenne statistique sur la masse locale des
particules tandis que la moyenne statistique de´signe une moyenne statistique sur le nombre local de particules.
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Vitesse particulaire totale
Vitesse particulaire
mésoscopique
Vitesse particulaire
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FIG. 2.1 - De´composition de la vitesse particulaire up en une vitesse me´soscopique u˘l et une vitesse de´corre´le´e δup.
Seule la vitesse me´soscopique est de´finie comme une grandeur Eule´rienne, puisque c’est une vitesse qui
se rapporte a` l’ensemble des particules. A l’inverse, les vitesses Lagrangiennes et de´corre´le´es sont de´finies
individuellement pour chaque particule. Par de´finition, on a :
〈δup,j〉l = 0
Pour de´crire les vitesses fluctuantes, on utilise le tenseur des vitesses de´corre´le´es qui s’e´crit :
δR˘l,ij (x, t|Hf ) = 〈δup,iδup,j〉l =
1
ρlα˘l
∫
µp [cp,i − u˘l,i] [cp,j − u˘l,j ] fpd~cpdζpdµp (2.70)
Moreau [123] et Riber [151] de´crivent les e´quations de transport pour les 6 composantes du tenseur (la
syme´trie du tenseur explique ce nombre re´duit), ainsi que le transport de δS˘l,ijk, qui correspond au troisie`me
moment des vitesses particulaires :
δS˘l,ijk (x, t|Hf ) = 〈δup,iδup,jδup,k〉l
=
1
ρlα˘l
∫
µp [cp,i − u˘l,i] [cp,j − u˘l,j ] [cp,k − u˘l,k] fpd~cpdζpdµp (2.71)
Afin de limiter le nombre d’e´quations transporte´es sur la phase liquide, les e´quations lie´es au tenseur des
vitesses de´corre´le´es ne sont pas re´solues. On re´duit le transport de ce tenseur au transport d’une e´nergie du
mouvement de´corre´le´ (en anglais RUE pour Random Uncorrelated Energy) note´e δθ˘l. Cette grandeur a e´te´
introduite par Simonin et al. [169]. Elle correspond a` la moitie´ de la trace du tenseur δR˘l,ij , soit :
δθ˘l =
1
2
δR˘l,kk =
1
2
〈δup,kδup,k〉l (2.72)
2.3.4 Equation ge´ne´rale d’Enskog
Apre`s multiplication de l’Eq. 1.41 par ψ(~cp, ζp, µp) puis inte´gration dans l’espace des phases (chapitre 3
de Mossa [124]), on obtient l’e´quation ge´ne´rale d’Enskog qui de´crit l’e´volution de la fonction particulaire
me´soscopique ψ˘ et s’e´crit :
52
2.3 Les e´quations de la phase disperse´e
∂
∂t
ρlα˘l 〈ψ〉l +
∂
∂xj
ρlα˘l 〈up,jψ〉l = C(mpψ)
+ ρlα˘l
〈
dup,j
dt
∂ψ
∂up,j
〉
l
+ ρlα˘l
〈
dTp
dt
∂ψ
∂Tp
〉
l
(2.73)
+ ρlα˘l
〈
dmp
dt
(
∂ψ
∂mp
+
ψ
mp
)〉
l
Le terme collisionnel C(mpψ) correspond a` la variation de ρlα˘lψ˘ induite par les variations de mpψ lors de
collisions.
En appliquant le principe fondamental de la dynamique aux particules, il vient :〈
dup,j
dt
〉
l
=
〈
Fp,j
mp
〉
l
(2.74)
~Fp sont les forces exte´rieures qui agissent sur les particules. Dans le cadre des hypothe`ses de ce travail,
la somme des forces exte´rieures se re´duit a` la traıˆne´e de Stokes (l’annexe A de´crit les forces qui peuvent
s’appliquer sur une goutte isole´e), soit :
Fp,j =
mp
τp
(up,j − uj) (2.75)
ou` uj est la vitesse du fluide et τp un temps de relaxation de la phase particulaire 3 de´fini dans la section 1.4.
L’e´quation d’Enskog (Eq. 2.74) devient :
∂
∂t
ρlα˘l 〈ψ〉l +
∂
∂xj
ρlα˘l 〈up,jψ〉l = C(mpψ)−
n˘l
τ˘p
{
(up,j − uj) ∂ψ
∂up,j
}
l
+ ρlα˘l
〈
dTp
dt
∂ψ
∂Tp
〉
l
(2.76)
+ ρlα˘l
〈
dmp
dt
(
∂ψ
∂mp
+
ψ
mp
)〉
l
Enfin, si la fonction ψ de´pend aussi de l’espace et du temps, alors on ajoute dans le membre de droite des
Eq. 2.74 et 2.77 les termes suivants :
ρlα˘l
〈
∂ψ
∂t
〉
l
+ ρlα˘l
〈
∂ψ
∂xj
〉
l
(2.77)
2.3.5 Les e´quations de conservation
On e´crit maintenant les e´quations de conservation a` partir de l’e´quation ge´ne´rale d’Enskog (Eq. 2.77) en
remplac¸ant ψ par la quantite´ approprie´e.
3Le temps de relaxation est de´fini a` partir de la vitesses me´soscopique de la phase disperse´e.
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Conservation du nombre volumique de particules
On pose ici ψ = 1mp pour obtenir :
∂
∂t
n˘l +
∂
∂xj
n˘lu˘l,j = − ∂
∂xj
n˘l {δup,j}l + C(1) (2.78)
Dans un e´coulement monodisperse, les moyennes statistiques en masse et en nombre sont e´quivalentes, ce
qui induit que 〈δup〉l = {δup}l = 0, ce qui annule le terme − ∂∂xj n˘l {δup,j}l. D’autre part, le terme colli-
sionnelC(1) induit un changement local du nombre de particules uniquement si les particules a` l’inte´rieur du
volume de controˆle subissent une coalescence ou une fragmentation. Si le terme C ne prend en compte que
les rebonds de particules, le terme C(1) s’annule car on ne change pas localement le nombre de particules.
Conservation de la fraction volumique
On pose ψ = 1 et on a :
∂
∂t
ρlα˘l +
∂
∂xj
ρlα˘lu˘l,j = n˘l
{
dmp
dt
}
l
+ C(mp) (2.79)
Le terme n˘l
{
dmp
dt
}
l
traduit la variation temporelle de masse de chaque goutte dans le volume de controˆle.
Ce terme est positif si l’on prend en compte la condensation de particules et ne´gatif si l’on prend en compte
la vaporisation de particules. Dans le cadre de cette the`se, on ne prend pas en compte ces effets et ce terme
est nul.
Conservation de la quantite´ de mouvement
On pose ψ = c˘p,i et on a :
∂
∂t
ρlα˘lu˘l,i +
∂
∂xj
ρlα˘lu˘l,iu˘l,j = −δρlα˘lδR˘∗l,ij −
2
3
∂
∂xi
ρlα˘lδθ˘l
− ρlα˘l
τ˘p
(u˘l,i − ui) (2.80)
+ n˘l
{
dmp
dt
u˘l,i
}
l
+ C(mpu˘l,i)
On remarquera que l’on a de´compose´ le terme δR˘l,ij dans l’Eq. 2.81 sous une forme qui fait apparaitre son
de´viateur δR˘∗l,ij :
δR˘l,ij = δR˘∗l,ij +
2
3
δθlδij (2.81)
Conservation de l’e´nergie du mouvement de´corre´le´ (RUE)
On choisit ici ψ = 12 (cp,i − u˘l,i) (cp,i − u˘l,i). Comme dans le cas pre´sent, ψ de´pend de l’espace et du
temps, alors on utilise l’Eq. 2.77 a` laquelle on ajoute les termes associe´s a` l’Eq. 2.77. Apre`s calcul, on
obtient :
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∂
∂t
ρlα˘lδθ˘l +
∂
∂xj
ρlα˘lu˘l,jδθ˘l = −12δρlα˘lδS˘l,iik −
2
τ˘p
θ˘p
− ρlα˘lδR˘∗l,ij
∂
∂xj
u˘l,i − 23ρlα˘lδθ˘l
∂
∂xj
u˘l,i (2.82)
+ n˘l
{
1
2
dmp
dt
δup,iδup,i
}
l
+ C(
1
2
mpδup,iδup,i)
Dans les Eq. 2.81 et 2.83, on rappelle que δR˘∗l,ij est le de´viateur du tenseur des vitesses de´corre´le´es de´fini
formellement dans l’Eq. 2.70. Son mode`le de fermeture est de´crit dans la section 2.3.6 tout comme celui de
δS˘l,ijk.
2.3.6 Fermeture des e´quations de conservation
Fermeture des termes de mouvement de´corre´le´
Le de´viateur du tenseur des vitesses de´corre´le´es δR˘∗l,ij qui apparait dans l’Eq. 2.83 doit eˆtre mode´lise´
puisqu’il n’est pas transporte´. Le mode`le retenu est base´ sur une hypothe`se d’e´quilibre local du tenseur
des vitesses de´corre´le´es (moment d’ordre 2). On ne´glige de fait toute contribution des moments d’ordre
supe´rieur. En supposant en outre que la partie de´viatrice de δR˘ij est petite devant la partie sphe´rique, alors
on peut mode´liser ce tenseur par un terme visqueux (Simonin et al. [169], Riber [151]) :
δR˘∗l,ij = νRUM
(
∂
∂xi
u˘l,j +
∂
∂xj
u˘l,i − 23
∂
∂xk
u˘l,kδij
)
(2.83)
ou` νRUM est une viscosite´ lie´e au mouvement de´corre´le´ et qui s’e´crit :
νRUM =
τ˘p
3
δθ˘l
Il faut d’autre part mode´liser la contribution du 3ie`me moment δS˘l,iik. Kaufmann [89] propose de le
mode´liser par analogie avec la loi de Fick :
δS˘l,iik = κp,RUM
∂
∂xj
δθ˘l
ou` κp,RUM est un coefficient de diffusion qui vaut (Boileau [15], Riber [151]) :
κp,RUM =
10
27
τ˘pδθ˘l.
2.3.7 Les e´quations de conservation filtre´es
De meˆme que pour la phase gazeuse, l’ope´ration de filtrage SGE pre´sente´e dans la section 1.3 est
applique´e aux e´quations de conservation de la phase liquide pre´sente´es dans la section 2.3.5.
La grandeur particulaire filtre´e f̂p prend ainsi la forme :
f̂p =
α˘lfp
αl
(2.84)
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La grandeur α˘l est ici utilise´e pour re´aliser une moyenne de Favre sur la phase disperse´e, a` la diffe´rence de
Riber [151] qui a pre´fe´re´ employer la variable n˘l comme ponde´ration. Dans un e´coulement monodisperse,
les deux ope´rations de filtrage sont e´quivalentes (Boileau [15]) :
n˘lf˘p =
6α˘lf˘p
pid˘3p
f˘p
=
6α˘lf˘p
pid˘3p
̂˘
fp
= np
̂˘
fp (2.85)
Avant d’entamer le processus de filtrage SGE sur les e´quations de la phase disperse´e, on souligne ici que
les termes de collision note´s C sont syste´matiquement supprime´s en accord avec l’hypothe`se d’e´coulement
dilue´ (section 2.3.1). De plus, avec l’ope´ration de filtrage SGE, on de´cide d’omettre le symbole˘ afin de ne
pas surcharger l’e´criture des termes filtre´s.
• Conservation du nombre de particules
∂
∂t
np +
∂
∂xi
npûl,i = 0 (2.86)
Il n’y a pas de terme source dans l’Eq. 2.86 car on ne prend pas en compte la contribution des
collisions (ne´gative ou positive suivant que l’on produit des gouttes par fragmentation ou que l’on en
de´truit par coalescence).
• Conservation de la fraction volumique
∂
∂t
ρlαl +
∂
∂xi
ρlαlûl,i = 0 (2.87)
Le terme puits d’e´vaporation n’apparaıˆt pas dans l’Eq. 2.87 car ce phe´nome`ne n’est pas pris en compte
ici.
• Conservation de la quantite´ de mouvement
∂
∂t
ρlαlûl,i +
∂
∂xj
ρlαlûl,iûl,j = −ρlαl
τp
(ûl,i − ûi)
− ∂
∂xj
ρlαl
(
τ tl,ij + δ̂Rl,ij
) (2.88)
Le terme τ tl,ij repre´sente le tenseur SGS des contraintes de Reynolds de la phase disperse´e. Un mode`le
de fermeture initialement propose´ par Moreau [123], Riber et al. [152], Riber [151]) est de´crit dans la
section 2.4.
• Conservation de l’e´nergie du mouvement de´corre´le´ (RUE)
Le filtrage de l’e´quation d’e´nergie de´corre´le´e adopte la forme suivante :
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∂
∂t
ρlαlδ̂θl +
∂
∂xj
ρlαlδ̂θlûl,j = −2ρlαl
τp
δ̂θl − ρlαlδ̂Rl,ij ∂
∂xj
ûl,i (2.89)
+Πδθl −
∂
∂xj
(
ρlαl
1
2
δ̂Sl,iij +Ql,j
)
Dans le membre de droite de l’Eq. 2.90, le premier terme correspond a` la destruction de RUE par la
traıˆne´e, le second est un terme de production associe´ au tenseur des vitesses de´corre´le´s, le terme Πδθl
est un terme de production de sous-maille tandis que le dernier terme inclut la diffusion due au terme
filtre´ δ̂Sl,iij et une diffusion de sous-maille. Les deux derniers termes sont explicite´s plus en de´tail
dans Riber et al. [152]. La fermeture de ces deux termes ne sera pas aborde´e ici mais est re´alise´e dans
Riber et al. [152].
2.4 Les mode`les de sous-maille sur la phase liquide
Le tenseur SGS des contraintes de Reynolds sur la phase disperse´e τ tl,ij (Eq. 2.88) doit eˆtre ferme´. Pour
ce faire, Moreau [123], Riber et al. [152] ont propose´ un mode`le de viscosite´ de sous-maille a` l’instar de ce
qui est re´alise´ pour la phase gazeuse. Cependant, la phase disperse´e pre´sente une compressibilite´ qui traduit
le fait que les gouttes peuvent tre`s localement s’accumuler. La partie diagonale du tenseur SGS de Reynolds
doit donc eˆtre prise en compte car elle repre´sente la dilatation/compression de la phase disperse´e a` l’e´chelle
de la sous-maille. Le mode`le suivant est adopte´ :
τ tl,ij =
2
3
ρlαlCp,Y∆2|Ŝl|2δij︸ ︷︷ ︸
Terme de Y oshizawa
− 2ρlαl(Cp,S∆)2|Ŝ∗l |2Ŝ∗l︸ ︷︷ ︸
Terme de Smagorinsky
(2.90)
Le tenseur |Ŝl| pour la phase disperse´e s’e´crit :
|Ŝl| =
√
2Ŝl,ijŜl,ij (2.91)
Le terme Ŝl,ij prend la forme suivante pour la phase disperse´e :
Ŝl,ij =
1
2
(
∂ûl,i
∂xj
+
∂ûl,j
∂xi
)
(2.92)
Les constantes Cp,Y et Cp,S ont e´te´ de´termine´es par Moreau [123] sur des tests a priori en turbulence
homoge`ne et isotrope : elles ont e´te´ e´value´es a` Cp,Y = 0.116 et Cp,S = 0.16.
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Chapitre 3
Inte´gration de la polydispersion dans le
mode`le Euler-Euler
3.1 Ecriture de la fonction de densite´ de pre´sence en polydisperse
Suivant l’approche de Mossa [124], la fonction de densite´ de pre´sence du spray de´crite dans la sec-
tion 1.6.2 est de´compose´e en 4 termes distincts :
fp(−→c p, ζp, βp;−→x p, t,Hf ) = npNd(βp;−→x , t)Gu(βp,−→c p;−→x , t)GT (βp, ζp;−→x , t) (3.1)
Le terme np est la densite´ volumique de nombre particules, Nd(βp;−→x , t) est une fonction de distribution
du diame`tre, Gu(βp,−→c p;−→x , t) est une fonction de distribution de la vitesse et GT (βp, ζp;−→x , t) est une
fonction de distribution de la tempe´rature. L’influence de la tempe´rature βp sur la distribution de diame`tres
est difficile a` quantifier, son effet n’est donc pas explicitement pris en compte dans Nd, tout comme l’effet
local de la vitesse particulaire −→c p.
La section 3.1.1 pre´sente les formes pre´sume´es de PDF pour la vitesse et la tempe´rature des gouttes. La
section 3.1.2 pre´sente les diffe´rentes me´thodes qui existent pour obtenir la distribution de taille des gouttes.
3.1.1 Distributions pre´sume´es de vitesse et de tempe´rature
Reprenant l’e´tude de Re´veillon et al. [148], Mossa [124] a propose´ une forme gaussienne pour la distri-
bution des vitesses de goutte Gu :
Gu(βp,−→c p;−→x , t) = 1√2piEτ
e−
(−→c p−−→u τ (βp))2
2Eτ (3.2)
ou` Eτ est une pseudo-e´nergie cine´tique et uτ (dp) est une vitesse repre´sentative des gouttes de diame`tre dp.
Cette dernie`re est de´finie par la formule suivante :
uτ (dp) =
1∫
fp(−→c p, ζp, βp = dp;−→x p, t,Hf )d−→c pdζp
∫
−→c pfp(−→c p, ζp, βp = dp;−→x p, t,Hf )d−→c pdζp
(3.3)
Dans l’Eq. 3.3, on remarquera que la FDP est conditionne´e par le diame`tre dp, il faut donc en toute rigueur
diviser par le nombre de particules pre´sentant ce diame`tre pour obtenir une vitesse repre´sentative.
INTE´GRATION DE LA POLYDISPERSION DANS LE MODE`LE EULER-EULER
Concernant la distribution des tempe´ratures de gouttes au sein d’un spray polydisperse, sa forme est arbi-
trairement choisie gaussienne car aucune re´fe´rence bibliographique solide n’existe sur ce sujet. GT s’e´crit
donc :
GT (βp, ζp;−→x , t) = 1√2piEΓ
e
− (ζp−TΓ(βp))
2
2EΓ (3.4)
ou` EΓ est un parame`tre dispersif et TΓ(dp) est une tempe´rature repre´sentative des gouttes de diame`tre dp.
Tout comme pour la vitesse, cette dernie`re est de´finie par la formule suivante :
TΓ(dp) =
1∫
fp(−→c p, ζp, βp = dp;−→x p, t,Hf )d−→c pdζp
∫
ζpfp(−→c p, ζp, βp = dp;−→x p, t,Hf )d−→c pdζp (3.5)
3.1.2 Approches concernant la distribution de diame`tre
Afin de repre´senter fide`lement la dispersion des tailles de goutte dans un formalisme Euler-Euler, il
convient d’abord de choisir une me´thode pour repre´senter le comportement de chaque classe de taille de
goutte. Il existe trois grandes classes de me´thode pour mode´liser la distribution de tailles de goutte :
1. La premie`re me´thode est purement empirique : elle exige la connaissance pre´alable de la distribution
de tailles de goutte dans le spray conside´re´. Il s’agit ensuite de discre´tiser ou d’approcher analytique-
ment la forme de cette distribution expe´rimentale.
2. La seconde me´thode dite me´thode du maximum d’entropie (ME) est purement the´orique et s’appuie
sur les travaux de Sellens & Brzustowski [164]. L’ide´e principale est de conside´rer le processus d’ato-
misation comme un phe´nome`ne de transformation du liquide re´gi par un certain nombre de contraintes
telles que les relations de conservation de masse, de quantite´ de mouvement, d’e´nergie, etc... Le prin-
cipe de la me´thode ME postule ensuite que la distribution de tailles la plus probable est celle qui
maximise l’entropie du syste`me sous les contraintes conside´re´es. Cette me´thode a e´te´ utilise´e par Li
& Tankin [104], Cousin et al. [35] sur diffe´rents types d’atomiseur.
3. La dernie`re me´thode repose sur une fonction de probabilite´ discre`te (DPF pour ”Discrete Probability
Function”) pour diviser le processus de formation du spray liquide (Sivathanu & Gore [172]) en e´tapes
de´terministes et non de´terministes. Les e´tapes de´terministes comptent sur une analyse de stabilite´
(line´aire ou non) pour de´crire le processus d’atomisation des plus grosses structures du jet liquide
tandis que les e´tapes non de´terministes estiment l’influence des fluctuations de l’initialisation sur la
distribution re´sultante.
Si l’on s’inte´resse de plus pre`s a` la premie`re me´thode, deux cate´gories se de´tachent pour de´crire les
distributions de tailles de goutte tre`s varie´es que l’on rencontre dans les dispositifs d’atomisation :
B La premie`re cate´gorie appele´e me´thode sectionnelle (en anglais Spray sectional method) divise la
distribution de tailles de goutte en un nombre limite´ de classes de taille de particule (Greenberg et al.
[71], Re´veillon et al. [148], Laurent et al. [95]). Pour chaque classe de taille, l’ensemble des e´quations
de conservation est obtenu. Les termes de couplage doivent eˆtre inte´gre´s entre chaque classe de taille de
particule et la phase porteuse pour prendre en compte la force de traıˆne´e et les termes d’e´vaporation.
De plus, si l’e´coulement de la phase disperse´e est dense, il faut prendre en compte les collisions
entre les diffe´rentes classes de particules via de nouveaux termes de couplage. Manifestement, cette
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me´thode induit un tre`s grand nombre d’e´quations de conservation supple´mentaires a` re´soudre, ce qui
peut s’ave´rer tre`s lourd en termes de temps de calcul. De plus, Greenberg et al. [71] a indique´ que dix
classes de taille s’ave´raient ne´cessaires pour pre´dire correctement les statistiques de l’e´coulement de
la phase disperse´e. Cette dernie`re assertion est cependant tempe´re´e par Laurent et al. [95].
B La seconde cate´gorie repose sur le choix d’une forme analytique pre´sume´e pour la distribution de
tailles de goutte. Il existe une tre`s large gamme de fonctions analytiques pouvant raisonnablement
s’adapter a` toute distribution de tailles de goutte suffisamment re´gulie`re comme on peut le voir dans
Babinsky & Sojka [7] ou le chapitre 3 de Lefebvre [98]. On distingue ge´ne´ralement les fonctions
analytiques reposant sur le nombre de particules (la distribution log-normale introduite par Kolmo-
gorov (Crow & Shimizu [36]) ou la fonction de Nukiyama-Tanasawa (Nukiyama & Tanasawa [128])
sont de parfaits exemples) de celles qui reposent sur le volume des particules (la fonction de Rosin-
Ramler de´veloppe´e par Rosin & Rammler [154] ou la fonction dite ”root-normal” sont des exemples
typiques). Toutes ces fonctions s’appuient sur au moins deux parame`tres a` ajuster. Pre´supposer une
forme analytique est une approche empirique et limite´e car elle repose sur l’hypothe`se que la fonction
choisie s’adapte a` toutes les variations locales de la distribution de taille de particule. En ve´rite´, au-
cune distribution analytique n’est universelle et le type de spray conditionne souvent le choix d’une
formulation au lieu d’une autre (Babinsky & Sojka [7]).
Mossa [124] a initialement choisi de pre´sumer la forme de la distribution de tailles de goutte avec une fonc-
tion log-normale le´ge`rement modifie´e. Ce choix de´coule de la simplicite´ des de´veloppements analytiques
d’une telle loi qui ne repose que sur deux parame`tres : un diame`tre caracte´ristique que l’on note d00 et la
variance de la loi log-normale que l’on note σˆ. Cette fonction note´e Nd s’e´crit donc :
Nd(βp;−→x , t) = 1√
piσˆβp
exp−
h
ln(βp/d00)
σˆ
i2
(3.6)
En jouant sur les deux parame`tres de la loi log-normale, on peut obtenir des formes de distribution tre`s
varie´es comme on peut le voir sur la Fig. 3.1.
FIG. 3.1 - Influence des variations de d00 et σˆ sur la loi log-normale (adapte´ de Babinsky & Sojka [7]).
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3.2 De´rivation des moments de la PDF de diame`tre
Le moment Qγ d’ordre γ de la fonction de distribution Nd est de´fini par :
Qγ =
∫ ∞
0
βγpNd(βp; ~x, t)dβp (3.7)
La loi log-normale choisie pour la fonction Nd permet l’inte´gration de l’Eq. 3.7 afin de donner une expres-
sion analytique pour le moment d’ordre γ :
Qγ = nld
γ
00 exp
(
σˆ2γ2
4
)
(3.8)
Les quatre premiers moments (Q0 a` Q3) de la distribution de tailles de particule sont particulie`rement
importants car ils contiennent une grande partie de l’information physique qui permet de caracte´riser le
spray. Ils s’e´crivent de la manie`re suivante :
Q0 = nl (3.9)
Q1 = nld00exp
(
σˆ2
4
)
(3.10)
Q2 = nld200exp
(
4σˆ2
4
)
=
1
pi
Σl (3.11)
Q3 = nld300exp
(
9σˆ2
4
)
=
6
pi
αl (3.12)
Si l’on suppose que les gouttes sont parfaitement rigides et sphe´riques, les moments d’ordre 2 et 3 sont
proportionnels a` la densite´ de surface de gouttes Σl et a` la fraction volumique de gouttes αl respectivement.
Il est de´sormais possible de relier ces deux dernie`res quantite´s aux parame`tres caracte´ristiques de la loi
log-normale :
Σl = pinld200exp
(
σˆ2
) (3.13)
αl =
pi
6
nld
3
00exp
(
9σˆ2
4
)
(3.14)
Pour repre´senter la polydispersion en diame`tre du spray, il convient donc d’e´crire au moins une e´quation
supple´mentaire pour transporter la densite´ de surface des gouttes. Cette e´quation sera pre´sente´e dans la
section 3.3.6.
Avec les quatre premiers moments (Eq. 3.9 a` 3.12), il est possible d’e´crire un grand nombre de diame`tres
moyens qui permettent de caracte´riser la distribution de tailles de gouttes. L’expression du diame`tre moyen
fait intervenir deux moments sur le diame`tre d’ordre p et q (p 6= q).
Dpq = (
Qp
Qq
)
1
p−q = d00 exp
(
σˆ2
4
(p+ q)
)
(3.15)
La Table 3.1 recense quelques diame`tres moyens tre`s re´pandus que l’on peut construire a` partir des quatre
premiers moments de la distribution de tailles (Lefebvre [98]).
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p q Ordre (p+q) Symbole Nom usuel Formule
1 0 1 D10 Longueur
P
nidp,iP
ni
2 0 2 D20 Surface
(P
nid
2
p,iP
ni
) 1
2
3 0 3 D30 Volume
(P
nid
3
p,iP
ni
) 1
3
2 1 3 D21 Surface-Longueur
(P
nid
2
p,iP
nidp,i
)
3 1 4 D31 Volume - Longueur
(P
nid
3
p,iP
nidp,i
) 1
2
3 2 5 D32 Sauter (SMD)
(P
nid
3
p,iP
nid2p,i
)
TAB. 3.1 - Liste des diame`tres moyens usuels reconstruits a` partir des quatre premiers moments de la distribution de
diame`tres (adapte´ de Lefebvre [98]).
On notera que seuls les diame`tres moyens qui s’e´crivent sous la forme Dp(p−1) avec p ∈ N∗ sont des
diame`tres moyens au sens statistique (Sowa [180]). En effet, ce type de diame`tre s’e´crit :
Dp(p−1) =
∑
i
dp,ipi (3.16)
avec pi qui repre´sente la probabilite´ d’occurence pour le diame`tre di. Ainsi, la probabilite´ en nombre (niN )
ou en surface ( siS ) permet d’e´crire respectivement le nombre D10 ou D32. D10 et D32 sont donc les nombres
moyens statistiques associe´s aux distributions en nombre et en surface de goutte. Le diame`tre moyen de
Sauter est notamment le diame`tre qui repre´sente le mieux l’e´vaporation d’un spray polydisperse (Alkidas
[2]).
D20 et D30 ne sont pas des diame`tres moyens au sens statistique mais peuvent pre´senter une grande utilite´.
En effet, ces deux nombres apportent des informations sur l’e´paisseur et la syme´trie de la distribution de
tailles en nombre rapporte´ au D10. Aggarwal & Sirignano [1] ont remarque´ que le nombre D20 e´tait celui
qui e´tait le plus repre´sentatif de l’allumage d’un spray polydisperse´.
3.3 Mode´lisation des effets polydisperses
Les moments de la distribution de taille de´rive´s dans la section 3.2 doivent eˆtre transporte´s afin de
repre´senter la dynamique de l’e´coulement de la phase disperse´e. Cependant, si chaque moment doit eˆtre
transporte´, rien n’impose la meˆme vitesse de convection pour tous les moments de la distribution. Intui-
tivement, on comprend bien que la fraction volumique de liquide αl contenue dans le moment d’ordre 3
sera plutoˆt transporte´e par une moyenne massique de la vitesse note´e < up >l, domine´e par les gouttes les
plus massives. Par contre, la densite´ de particules devrait eˆtre convecte´e a` une moyenne statistique de la vi-
tesse note´e {up}l. Cette dernie`re est plus proche de la vitesse des plus petites particules, les plus nombreuses.
Parmi les quatre premiers moments du diame`tre, seuls les moments d’ordre pair sont convecte´s a` la vitesse
moyenne statistique tandis que les moments d’ordre impair sont convecte´s a` la vitesse moyenne massique.
Dans ce travail, le choix est fait de convecter toutes les grandeurs a` la vitesse moyenne massique. Il faut
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donc ajouter un flux correctif dans les e´quations de transport des moments Q0 et Q2, nomme´ment pour la
densite´ particulaire nl et la densite´ de surface Σl.
L’e´criture de ces flux correctifs ne´cessite dans un premier temps de de´river une expression pour la vitesse
de correction {u”p}l1 qui lie les moyennes massique et statistique de vitesse :
{up}l =< up >l +{u”p}l (3.17)
3.3.1 Diffe´renciation des comportements de goutte
La vitesse correctrice peut eˆtre de´rive´e a` partir de l’Eq. 3.17 :
{u”p}l = {up}l − < up >l
=
∫∞
0 (cp − µpαlρl )Nd(βp; ~x, t)dβpdcp
(3.18)
Pour des gouttes soumises exclusivement a` un effort de traine´e, cette vitesse est directement relie´e au nombre
de Stokes St = (τp/τconv) avec τconv un temps caracte´ristique de convection de la phase porteuse et τp un
temps de relaxation de la particule de´fini dans l’Eq. 1.20. Il est alors possible de distinguer 3 re´gimes de
de´placement des particules en fonction du nombre de Stokes :
B Re´gime 1 (St ¿ 1) : les gouttes peuvent eˆtre assimile´es a` des traceurs de la phase gazeuse. Leur
vitesse se rapproche de la vitesse locale du gaz a` mesure que leur nombre de Stokes diminue.
B Re´gime 2 (St ' 1) : les effets de se´gre´gation sont maximaux dans ce re´gime (Fe´vrier et al. [59]).
B Re´gime 3 (St À 1) : les gouttes ne sont pas affecte´es par le gaz et suivent leur propre trajectoire.
Leur vitesse s’e´loigne de moins en moins de leur valeur initiale (i.e. de leur valeur a` l’injection) a`
mesure que le nombre de Stokes augmente.
Le nombre de Stokes St e´tant un parame`tre qui de´pend a` la fois des proprie´te´s de la phase disperse´e et de la
phase porteuse, deux populations de gouttes de diame`tres tre`s diffe´rents peuvent avoir le meˆme nombre de
Stokes a` deux endroits diffe´rents du meˆme e´coulement de phase porteuse.
3.3.2 Forme pre´sume´e de la vitesse de correction
De`s lors, la forme pre´sume´e de la vitesse conditionne´e doit respecter ces 3 re´gimes. Mossa [124] a propose´
la forme analytique suivante pour e´crire la vitesse conditionne´e par le diame`tre des gouttes :
uτ = u+ (u∞ − u)exp
[
−(dSt
dp
)2
]
(3.19)
La Figure 3.2 pre´sente la forme typique de cette vitesse conditionne´e des gouttes en fonction du rapport
(dp/dSt) dans le cas u∞ > u.
Le parame`tre u∞ est une vitesse repre´sentative de la vitesse des gouttes les plus inertielles de la distribution.
Le parame`tre dSt dans l’Eq. 3.19 est la valeur du diame`tre qui marque la se´paration entre les re´gimes 1 et 3.
Il est de´fini par St(dSt) = 1, ce qui entraıˆne :
dSt =
√
18µf
ρl
τconv (3.20)
1La vitesse u”p traduit l’e´cart a` la moyenne me´soscopique en masse de la vitesse particulaire (u”p = up− < up >l) tandis
que δup traduit l’e´cart a` la moyenne me´soscopique en nombre de la vitesse particulaire (δup = up − {up}l).
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FIG. 3.2 - Forme de la vitesse conditionne´e.
Un parame`tre sans dimensions note´ d∗ permet de caracte´riser l’e´cartement du diame`tre d00 a` la valeur de
dSt :
d∗ =
√
St(d00)√
St(dSt)
=
d00
dSt
(3.21)
En inte´grant la forme pre´sume´e de la vitesse conditionne´e (Eq. 3.19) dans l’Eq. 3.18, on obtient une expres-
sion purement analytique pour la vitesse conditionne´e :
{u”p}l =
∫∞
0 (uτ − u) Nd dβp + (u− < up >l)
=
∫∞
0 (u∞ − u)exp
(
−(dStβp )2
)
Nd dβp + (u− < up >l)
(3.22)
Le terme du membre de droite
∫∞
0 (u∞ − u) exp
(−(dSt/βp)2)Nd dβp ne peut pas eˆtre inte´gre´ analyti-
quement. Ce terme est approxime´ par une de´composition en puissances de βp, faisant apparaıˆtre la quantite´∫
βγpNddβp qui est calculable :
∫
βγpNddβp =
∫
βγp
1√
piσˆβp
exp−
h
ln(βp/d00)
σˆ
i2
dβp
= 12d
γ
00exp((
γbσ
2 )
2)erf
(
ln(βp/d00)bσ − γbσ2
) (3.23)
ou` erf est la fonction erreur. En e´crivant l’exponentielle dans l’Eq. 3.22 sous la forme :
exp
(
−d
2
St
β2p
)
=
 c1
(
βp
dSt
)p1
si dp ∈ [0,dSt]
1− c2
(
βp
dSt
)p2
si dp ∈ [dSt,+∞]
(3.24)
l’inte´grale
∫∞
0 (u∞ − u)exp
(−(dSt/βp)2)Nd dβp peut eˆtre e´value´e analytiquement. Mossa [124] a
de´termine´ les valeurs optimales pour les coefficients c1, c2, p1 et p2 qui apparaissent dans l’Eq. 3.24 :
c1 = 0.5, c2 = 0.5, p1 = 3.0 et p2 = −1.0.
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Une fois de´termine´e la formule analytique approche´e du terme exp
(−(dSt/βp)2), on couple l’Eq. 3.24 a`
l’Eq. 3.23 afin de produire une formule analytique pour Kγ(d∗) =
∫
βγp e−(dSt/βp)
2
Nd dβp :
Kγ(d∗) =
c1
2
(d∗)p1 e
(p21+2p1γ)bσ2
4
(
1− Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+
(p1 + γ)σ̂
2
))
+
1
2
(
1 + Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+
γ
2
σ̂
))
−c2
2
(d∗)p2 e
(p22+2p2γ)bσ2
4
(
1 + Erf
(
ln(d∗)
σ̂
+
(p2 + γ)σ̂
2
)) (3.25)
Il est de´sormais possible de fermer l’expression de la vitesse de correction en injectant l’Eq. 3.25 (avec
γ = 0) dans l’Eq. 3.22 :
{u”p}l = (u∞ − u)K0(d∗) + (u− < up >l) (3.26)
3.3.3 Les e´quations de conservation filtre´es dans l’approche polydisperse
Si on reprend les e´quations de conservation filtre´es de la section 2.3.7, on doit ajouter une e´quation de
transport de la densite´ de surface et ajouter un terme de flux de´corre´le´ induit par la diffe´rence entre les
moyennes massiques et statistiques. On notera que ces flux sont nuls en monodisperse. Le syste`me des
e´quations pour la phase liquide polydisperse fait alors intervenir ce terme de flux de´corre´le´ filtre´ qui s’e´crit
pour la fonction particulaire ψ :
T̂(ψ) = − ∂
∂xi
(αlρl) < û”p,iψ >l
= − ∂
∂xi
np{mpû”p,iψ}l (3.27)
avec u”p,i la composante dans la direction i de la vitesse de correction de´finie dans l’Eq. 3.26.
• Conservation du nombre de gouttes
∂
∂t
np +
∂
∂xi
npûl,i = T̂(
1
mp
) (3.28)
• Conservation de la fraction volumique de liquide
∂
∂t
ρlαl +
∂
∂xi
ρlαlûl,i = 0 (3.29)
Pour la fraction volumique de liquide αl, aucun terme de flux de´corre´le´ duˆ a` la polydispersion n’ap-
paraıˆt car cette grandeur est transporte´e a` la vitesse liquide en moyenne massique.
• Conservation de la densite´ de surface de liquide
La densite´ de surface du liquide est la surface moyenne de l’interface du spray de gouttes par unite´ de
volume. En vertu de l’hypothe`se H1 (cf. la section 2.3.1), les gouttes sont suppose´es sphe´riques, ce
qui permet d’e´crire :
Σl = nl{pid2p}l
= nl{Σl}l (3.30)
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ou` Σl est la surface d’une particule de diame`tre dp. En posant ψ = Σlmp dans l’e´quation ge´ne´ralise´e
d’Enskog, on trouve finalement l’e´quation de transport filtre´e de Σl :
∂
∂t
Σ̂l +
∂
∂xi
ûl,iΣl = T̂(
Σl
mp
) (3.31)
• Conservation de la quantite´ de mouvement
∂
∂t
ρlαlûl,i +
∂
∂xj
ρlαlûl,iûl,j = T̂(u”p,i)− ρlαl
τp
(ûl,i − ûi)
− ∂
∂xj
ρlαl
(
τ tl,ij + δ̂Rl,ij
) (3.32)
• Conservation de l’e´nergie du mouvement de´corre´le´ (RUE)
∂
∂t
ρlαlδ̂θl +
∂
∂xj
ρlαlδ̂θlûl,j = T̂(
1
2
u”p,ju”p,j)− 2ρlαl
τp
δ̂θl − ρlαlδ̂Rl,ij ∂
∂xj
ûl,i (3.33)
+Πδθl −
∂
∂xj
(
ρlαl
1
2
δ̂Sl,iij +Ql,j
)
Les flux de´corre´le´s pre´sents dans les Eq. 3.28, 3.31, 3.32 et 3.34 sont ferme´s dans la section 3.3.4.
3.3.4 Fermeture des flux de´corre´le´s
Les flux de´corre´le´s quantifient l’e´cart du transport polydisperse de la quantite´ liquide par rapport a` la
moyenne massique de ce transport. Dans un spray monodisperse, de tels flux sont nuls car la moyenne
massique est e´quivalente a` la moyenne statistique dans ce cas pre´cis. Dans un spray polydisperse, si on
transporte les particules les plus petites (i.e. les plus nombreuses sauf exception) avec la moyenne massique
de la vitesse liquide, on introduit un biais puisque cette moyenne est surtout repre´sentative de la vitesse des
plus grosses particules. La Figure 3.3 illustre cette de´corre´lation des vitesses des plus petites gouttes par
rapport a` la moyenne massique des vitesses. De plus, la Figure 3.3 montre clairement une autre relation
entre les moyennes massique et statistique de vitesse et la vitesse du fluide porteur : si la traıˆne´e est la seule
force qui s’exerce sur les gouttes, les grosses particules sont celles qui relaxent le moins vite vers la vitesse
du fluide porteur, ce qui se traduit par :
u∞ − u = k1(< up >l −u) (3.34)
< up >l −u = k2({up}l − u) (3.35)
avec 0 ≤ k2 ≤ k1 ≤ 1, ce qui permet de situer ”ge´ome´triquement” le vecteur vitesse des plus petites parti-
cules entre le vecteur vitesse des particules les plus inertielles et le vecteur vitesse du fluide porteur. Cette
proprie´te´ permet de de´gager les trajectoires les plus probables des gouttes au sein d’un nuage polydisperse.
• Flux de´corre´le´ du nombre de gouttes
Le nombre volumique de particules doit eˆtre transporte´ a` la vitesse {up}l. Pour ce faire, un flux
de´corre´le´ est a` prendre en compte. Ce flux s’e´crit :
T(
1
mp
) = − ∂
∂xi
nl{u”p,i}l (3.36)
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FIG. 3.3 - Flux de´corre´le´s polydisperses dans un nuage fictif de gouttes et repre´sentation de leurs effets via les
vitesses moyennes (adapte´ de Mossa [124]).
En utilisant la formulation de la vitesse de correction (Eq. 3.26), il vient simplement :
T(
1
mp
) = − ∂
∂xi
(nl(u∞ − u)K0(d∗) + (u− < up >l)) (3.37)
• Flux de´corre´le´ de la densite´ de surface
La densite´ de surface doit aussi eˆtre transporte´e avec la moyenne statistique de la vitesse liquide, ce
qui donne lieu a` un flux de´corre´le´ de la densite´ de surface qui s’e´crit :
T(
Σl
mp
) = − ∂
∂xi
nl{Σlu”p,i}l (3.38)
Si l’on cherche a` re´exprimer le terme nl{Σlu”p,i}l, on obtient :
nl{Σlu”p}l = nl{Σl({up}l− < up >l)}l
= nl{Σl{up}l}l − nl{Σl < up >l)}l
=
∫
Σlcpfp(~cp, ζp, βp; ~x, t)dcpdζpdβp − Σl < up >l (3.39)
En remplac¸ant fp par sa forme pre´sume´e (Eq. 3.1), puis en simplifiant l’e´criture, il vient :
nl{Σlu”p}l = nlpi
∫
β2puτ (βp)Nd(βp; ~x, t)dβp − Σl < up >l (3.40)
Le premier terme du membre de droite de l’Eq. 3.40 est de´veloppe´ en injectant la forme pre´sume´e de
uτ (Eq. 3.19), ce qui donne :∫
β2puτ (βp)Nddβp =
∫
β2p
[
(u∞ − u)exp
(
−(dSt
βp
)2
)]
Nddβp
= uΣl + (u∞ − u)
∫
β2pexp
(
−(dSt
βp
)2
)
Ndβp (3.41)
En utilisant la de´finition de Kγ pour γ = 2, il vient finalement :
nl{Σlu”p}l = (u− < up >l)Σl + (u∞ − u)K2(d∗)Σl (3.42)
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• Flux de´corre´le´ de la quantite´ de mouvement
Le transport de la quantite´ de mouvement met en jeu le terme de flux de´corre´le´ T(u”p). Ce terme est
de´compose´ en une pression pour les termes diagonaux et une viscosite´ pour les termes non-diagonaux
de manie`re analogue a` ce qui est re´alise´ en monodisperse (cf. la section 2.3.6) soit :
T(u”p,i) = − ∂
∂xi
nl{u”p,ju”p,i}l
= − ∂
∂xi
[
pRUMδij + νRUM
(
∂
∂xi
u˘p,j +
∂
∂xj
u˘p,i − 23
∂
∂xk
u˘p,kδij
)]
(3.43)
avec
pRUM =
1
3
nl < u”p,ku”p,k >l (3.44)
L’Equation 3.44 est ici l’e´quivalent d’une e´quation d’e´tat pour la phase disperse´e.
• Flux de´corre´le´ de l’e´nergie du mouvement de´corre´le´
Le tenseur des flux de´corre´le´s sur l’e´nergie du mouvement de´corre´le´ est obtenu rigoureusement de la
meˆme manie`re que dans le cas du spray monodisperse (cf. la section 2.3.6), soit :
T(
Σl
u”p,iu”p,i
) = − ∂
∂xi
nl{u”p,ju”p,iu”p,i}l
= − ∂
∂xi
[
−κp,RUM ∂
∂xj
< u”p,ju”p,iu”p,i >l
]
(3.45)
ou` κp,RUM est un coefficient de diffusion qui vaut (Boileau [15], Riber [151]) :
κp,RUM =
5
3
τ˘p(
1
2
< u”p,ju”p,iu”p,i >l).
3.3.5 Fermeture de la traine´e dans l’approche polydisperse
La moyenne massique de la force de traıˆne´e s’e´crit de la manie`re suivante :
Fd = αlρl <
F
mp
>l
= αlρl <
u− up
τp(βp)
>l
(3.46)
La de´finition de la moyenne massique permet d’e´crire l’Eq. 3.46 sous la forme qui suit :
Fd =
piρl
6
∫
β3p(
u− up
τp(βp)
)fp(cp, ζp, βp; ~x, t)dcp,idζpdβp
=
αlρl
τp(d00)
1
d00e9bσ2/4
∫
βp(u− uτ )Nddβp
(3.47)
69
INTE´GRATION DE LA POLYDISPERSION DANS LE MODE`LE EULER-EULER
En injectant la forme de la vitesse conditionne´e par le diame`tre uτ (Eq. 3.19), l’Eq. 3.48, on obtient finale-
ment :
Fd =
αlρl
τp(d00)
1
d00e9bσ2/4
∫
βp(u− u∞)e−(
dSt
βp
)2
Nddβp
= αlρl
(u− u∞)
τp(d00)
1
d00e9bσ2/4
∫
βpe
−( dSt
βp
)2
Nddβp︸ ︷︷ ︸
=K1(d∗)
(3.48)
Le terme K1(d∗) est de´termine´ dans l’Eq. 3.25 en prenant γ = 1.
3.3.6 Re´sume´ des e´quations de conservation dans l’approche polydisperse
Dans l’approche polydisperse sans prise en compte des collisions, les e´quations de conservation sont
e´crites de la manie`re suivante :
∂
∂t
np +
∂
∂xi
npûl,i = T̂(
1
mp
)
∂
∂t
ρlαl +
∂
∂xi
ρlαlûl,i = 0
∂
∂t
Σ̂l +
∂
∂xi
ûl,iΣl = T̂(
Σl
mp
)
∂
∂t
ρlαlûl,i +
∂
∂xj
ρlαlûl,iûl,j = T̂(u”p,i)− ρlαl
τp
(ûl,i − ûf,i)
− ∂
∂xj
ρlαl
(
τ tl,ij + δ̂Rl,ij
)
∂
∂t
ρlαlδ̂θl +
∂
∂xj
ρlαlδ̂θlûl,j = T̂(
1
2
u”p,ju”p,j)− 2ρlαl
τp
δ̂θl − ρlαlδ̂Rl,ij ∂
∂xj
ûl,i
+Πδθl −
∂
∂xj
(
ρlαl
1
2
δ̂Sl,iij +Qp,j
)
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Chapitre 4
Mode´lisation de l’injection de carburant
liquide
La fragmentation d’un jet ou d’une nappe liquide en une myriade de gouttelettes est un processus
d’importance dans un grand nombre d’applications industrielles comme les syste`mes de suppression
d’incendie, les syste`mes d’e´pandage dans l’agriculture ou, dans un domaine qui retient plus spe´cifiquement
notre attention : les syste`mes d’injection dans les moteurs a` carburant liquide. Dans ces derniers, si la
fragmentation du liquide est efficace, un grand nombre de gouttes plus ou moins sphe´riques est produite et
on pre´fe`re alors le terme d’atomisation.
Cependant, le phe´nome`ne d’atomisation de la phase liquide est encore bien mal compris. La formation
de gouttes a` partir d’un jet liquide de´bouchant dans l’atmosphe`re a constitue´ le premier jalon historique
dans l’e´tude de l’atomisation (section 4.1). Cependant, le spray de gouttes produit dans les applications
industrielles re´sulte ge´ne´ralement de l’atomisation d’une nappe liquide plutoˆt que d’un jet cylindrique
(section 4.2). Enfin, la qualite´ de l’atomisation est e´troitement relie´e a` la technologie d’injection employe´e
comme on l’a vu en introduction.
4.1 Atomisation d’un jet liquide cylindrique
Les observations de Savart [159] constituent les premie`res donne´es expe´rimentales collecte´es sur l’ato-
misation d’un jet liquide cylindrique. Savart a notamment montre´ qu’a` diame`tre de jet constant, la longueur
du jet non fragmente´ est proportionnelle a` la vitesse du jet en entre´e. A l’inverse, si la vitesse du jet en
entre´e est fixe´e, la longueur du jet non fragmente´ s’est ave´re´e directement relie´e au diame`tre du jet.
Plateau [136] a le premier formule´ une explication the´orique de l’atomisation d’un jet cylindrique en
soutenant que la tension de surface tend a` minimiser la surface du jet cylindrique. Son analyse the´orique
aboutit a` la formation de segments liquides de longueur e´gale a` 9 fois le rayon du jet, ce qui correspond a`
des gouttes sphe´riques ayant la plus petite e´nergie de surface par rapport au volume du jet liquide initial.
Rayleigh [144] a prolonge´ l’analyse de Plateau [136] en perturbant initialement le jet cylindrique avec
des ondes de surface et en analysant la croissance temporelle de ces perturbations. Ses de´veloppements
MODE´LISATION DE L’INJECTION DE CARBURANT LIQUIDE
the´oriques ont permis d’exprimer l’e´nergie potentielle du jet perturbe´ par rapport a` celle du jet au repos :
Es =
piσ
2d
(
(
2pi
λ
)2 + n2 − 1
)
(4.1)
avec Es l’e´nergie potentielle de surface, σ la tension de surface, d le diame`tre du jet, bn un coefficient d’ex-
pansion de la se´rie de Fourier, λ la longueur d’onde des perturbations et n un entier positif. Rayleigh a fait
l’hypothe`se d’une croissance exponentielle pour le terme bn, soit bn ∝ exp(qt) avec q le taux de croissance
temporelle de la perturbation. Rayleigh a montre´ que le taux de croissance le plus rapide s’exprimait sous la
forme :
qmax = 0.97
√(
σ
ρLd3
)
(4.2)
A ce taux de croissance qmax correspond une longueur d’onde note´e λopt :
λopt = 4.51d (4.3)
En supposant que ce segment de jet liquide forme une goutte sphe´rique de meˆme volume, cette goutte doit
avoir un diame`tre e´gal a` 1.89 fois le diame`tre du jet. La Figure 4.1 donne un aperc¸u du mode d’atomisation
de´crit par Rayleigh.
FIG. 4.1 - Atomisation de Rayleigh (haut : rupture du jet ide´alise´ ; bas : rupture du jet re´el (photographie de
Rayleigh (Rayleigh [145]))). On remarquera que la rupture du jet re´el fait aussi intervenir de minuscules gouttes de
diame`tre tre`s infe´rieur au diame`tre du jet initial, appele´es gouttes satellites.
Weber [198] puis plus tard Chandrasekhar [26] ont ajoute´ la contribution de la viscosite´ du liquide dans
les e´quations de Rayleigh. Cette contribution visqueuse induit principalement une re´duction du taux d’ac-
croissement des perturbations et de´cale la perturbation la plus rapidement amplifie´e vers de plus grandes
longueurs d’onde.
Keller et al. [90] a le premier remarque´ que les pre´ce´dentes e´tudes conside´raient une instabilite´ purement
temporelle du jet alors que l’instabilite´ observe´e est spatialement convecte´e suivant la direction du jet. En
particulier, la perturbation proche du nez de l’injecteur ne s’amplifie pas avec le temps. Keller et al. [90] a
ainsi montre´ que le mode de rupture de´crit par Rayleigh est valable uniquement pour des nombres de Weber
tre`s infe´rieurs a` l’unite´. Le nombre de Weber We est de´fini comme le rapport entre la tension de surface σ
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des gouttes et le diffe´rentiel d’inertie entre le gaz et le liquide :
We =
ρ|u− ul|2dp
σ
(4.4)
Keller et al. [90] a ainsi identifie´ un nouveau mode d’instabilite´ relie´ a` de plus grandes longueurs d’onde
pour We > 1.
L’interaction du jet liquide avec l’air environnant est un point crucial qui a e´te´ ne´glige´ dans toutes les ap-
proches analytiques de´crites pre´ce´demment. D’autre part, ces analyses the´oriques conduisent uniquement a`
des gouttes de taille similaire au diame`tre du jet liquide initial, ce qui n’est pas le cas dans la re´alite´ (Fig. 4.1).
Reitz & Bracco [147] ont propose´ une the´orie qui prend en compte l’interaction du liquide avec le gaz. Cette
the´orie pre´dit aussi diffe´rentes tailles de goutte, que ce soit les grosses gouttes issues du mode de rupture
de Rayleigh ou les petites gouttes ge´ne´re´es lors de l’atomisation du jet. Cette the´orie repose notamment
sur la syme´trie axiale du jet, l’incompressibilite´ de l’e´coulement pour chaque phase et l’absence d’effets
visqueux. Les perturbations sont aussi suppose´es de faible amplitude par rapport au diame`tre du jet liquide
non perturbe´.
Le point de de´part de cette the´orie est l’application d’une perturbation de surface sur une colonne liquide
de rayon a et de longueur infinie dans la direction axiale note´e (z). La Figure 4.2 pre´sente le mode`le de
colonne perturbe´e par rapport a` un jet liquide re´el souffle´ par l’air environnant.
Z
r
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! e"t
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#
FIG. 4.2 - Perturbations a` la surface de la colonne liquide (gauche : Mode`le de Reitz & Bracco [147] ; droite : Jet
liquide re´el souffle´ par de l’air (tire´ de Marmottant [112])).
Pour une telle colonne, l’e´quation de variation de la surface se re´duit a` une e´quation sur le rayon de la
colonne (Lee & Chen [97]) :
r = a+ η avec η = Re
(
η0e
ikz+ωt
)
(4.5)
ou` η0 est l’amplitude de la perturbation initiale, a est le rayon de la colonne non perturbe´e et ω le taux
d’amplification de la perturbation. Reprenant les notations de Lee & Chen [97], les vitesses (axiale (û)
et radiale (ûr)) et pression (p̂) instantane´es dans chaque phase se de´composent suivant une composante
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moyenne et une composante de perturbation :
ûz = U + uz ; ûr = ur ; p̂ = P + p (4.6)
avec uz , ur et p les vitesses et pression de la perturbation a` l’interface.
En substituant les grandeurs de´finies dans l’Eq. 4.6 dans l’e´quation de conservation de la quantite´ de mou-
vement dans chaque phase puis en ne´gligeant les termes non line´aires, on aboutit aux e´quations line´arise´es
de la perturbation.
On marque par l’indice i chaque phase de l’e´coulement (i = g pour le gaz ambiant et i = l pour le jet
liquide). Dans un repe`re cylindrique associe´ au mouvement relatif du jet par rapport a` l’air, l’e´quation de
continuite´ de chaque phase s’e´crit :
∇ui = 0 (4.7)
L’e´quation de quantite´ de mouvement line´arise´e pour chaque phase s’e´crit :
∂ui
∂t
+ Ui
∂ui
∂z
= − 1
ρi
∇pi (4.8)
En supposant que l’amplitude des perturbations de surface est tre`s faible devant le rayon de la colonne
liquide (η << a), il est possible de de´river des conditions a` l’interface. En particulier, la vitesse radiale de
la perturbation a` l’interface s’e´crit :
ur,g =
∂η
∂t
+ Ug
∂η
∂z
(dans le gaz) (4.9)
ur,l =
∂η
∂t
(dans le liquide) (4.10)
Si l’on suppose que le gaz est non visqueux, il y a glissement a` l’interface entre le jet et l’air. Cette hypothe`se
supprime toute possibilite´ de cisaillement dans la couche limite gazeuse a` l’interface et permet d’e´crire une
e´quation sur la contrainte tangentielle des perturbations a` l’interface :
∂uz
∂r
= −Ui
∂u(r)
∂z
(4.11)
Quant a` l’e´quation re´gissant la contrainte normale des perturbations a` l’interface, elle prend en compte la
tension de surface, le diffe´rentiel de pression entre les deux phases, les forces de viscosite´ et e´ventuellement
l’e´vaporation en surface du jet :
−pg + 2µg ∂ur
∂r
− σ
a2
(
η + a2
∂2η
∂z2
)
+ pl = 0 (4.12)
Reitz & Bracco [147] ont propose´ d’introduire une fonction potentielle pour la phase liquide et une fonction
de courant pour chaque phase afin de re´soudre les Eq.4.7 a` 4.9. Reitz & Bracco [147] obtiennent finalement
une relation de dispersion qui relie le taux de croissance ω des perturbations a` leur nombre d’onde k = 2piλ :
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ω2 + 2νgk2ω
(
I ′1(ka)
I0(ka)
− 2kl
k2 + l2
I1(ka)
I0(ka)
I ′1(la)
I1(la)
)
=
σk
ρga2
(1− a2k2)
(
l2 − k2
l2 + k2
)
I1(ka)
I0(ka)
+
ρg
ρl
(
U2 − iω
k
)
k2
(
l2 − k2
l2 + k2
)
I1(ka)K0(ka)
I0(ka)K1(ka)
(4.13)
ou` In et Kn sont les fonctions de Bessel de premie`re et seconde espe`ce a` l’ordre n respectivement, l est
de´finie par l2 = k2 + ωνl et le symbole
′ marque une diffe´renciation. L’Eq. 4.13 permet notamment de
retrouver le mode de Rayleigh qui correspond a` un jet liquide non visqueux (νl = 0) de faible vitesse
(U2 = 0) et n’interagissant pas avec le gaz (ρg = 0). Cependant, l’atomisation du jet liquide correspond
plutoˆt au cas limite (ka → ∞), ce qui donne une relation explicite´e dans Reitz & Bracco [147] qui ne
de´pend plus de la taille a de la colonne liquide.
A partir de l’Eq. 4.13, Reitz [146] a de´fini 4 modes de de´sinte´gration du jet liquide :
1. le mode de rupture de Rayleigh. Ce mode apparaıˆt pour de faibles nombres de Weber et traduit un
e´quilibre entre l’inertie et la tension de surface du jet dans l’Eq. 4.12. Les gouttes sont ici plus grosses
que le diame`tre du jet et apparaissent assez loin de l’entre´e du jet liquide.
2. le mode dit ”first wind-induced”. Une augmentation du nombre de Weber augmente la fre´quence
d’apparition des gouttes mais leur taille reste comparable a` celle du jet initial.
3. le mode dit ”second wind-induced”. Le jet transite brutalement vers un e´tat tre`s perturbe´ en surface.
Les gouttes forme´es par ce processus sont de`s lors bien plus petites que la taille caracte´ristique de la
colonne liquide non perturbe´e.
4. l’atomisation. Ce mode correspond au re´gime nominal de la grande majorite´ des atomiseurs de turbine
a` gaz et intervient pour de forts nombres de Weber. L’atomisation du jet a lieu pratiquement de`s sa
pe´ne´tration dans l’atmosphe`re, ce qui le distingue des trois autres re´gimes.
Reitz [146] a de´limite´ ces 4 modes de rupture du jet dans le plan (Re, Oh) (Fig. 4.3) avec Oh le nombre
d’Ohnesorge de´fini par Oh =
√
We
Re .
4.2 Atomisation d’une nappe liquide
La plupart des atomiseurs rencontre´s dans les syste`mes d’injection de turbines a` gaz ne produisent pas
des jets liquides mais plutoˆt des nappes liquides de forme plane ou conique. Les nappes liquides de forme
conique peuvent eˆtre ge´ne´re´es en forc¸ant le liquide dans un orifice annulaire ou en lui imprimant un mouve-
ment giratoire. Ce mouvement giratoire peut eˆtre ge´ne´re´ directement comme dans les atomiseurs pressurise´s
avec swirl interne ou indirectement par interaction avec l’air tournant comme dans les atomiseurs ”airblast”
a` film liquide. Une nappe plane peut eˆtre obtenue en injectant du liquide a` partir du centre d’un disque
tournant.
Dans la pratique, un atomiseur peut exhiber 3 re´gimes d’atomisation de la nappe (Fraser & Eisenklam [60]) :
B une atomisation par la bordure. Ce re´gime d’atomisation dit ”re´gime en drapeau” correspond a`
une atomisation du bourrelet au bord de la nappe liquide. La nappe est de´stabilise´e et bat comme
un drapeau. Ce re´gime est observe´ uniquement pour un e´coulement laminaire et a e´te´ e´tudie´
expe´rimentalement par Bremond [22].
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FIG. 4.3 - Cartographie des re´gimes d’atomisation dans le plan (Re,Oh) (adapte´ de Lefebvre [98]).
B une atomisation par ondulation. Ce re´gime se distingue du pre´ce´dent par la fragmentation de mor-
ceaux de la nappe liquide au passage de l’onde de de´stabilisation. Cette de´sinte´gration de la nappe
liquide est tre`s irre´gulie`re et donne lieu a` une forte polydispersion du spray re´sultant.
B une atomisation par perforation. Dans ce re´gime, la nappe est perce´e de trous. La multiplication de
ces trous forme rapidement un re´seau de ligaments qui se scindent en gouttes de diame`tres varie´s.
La Figure 4.4 pre´sente ces 3 types d’atomisation observe´s sur une nappe liquide plane.
Atomisation en bordure
(mode drapeau)
Atomisation par
ondulation
Atomisation par
perforation
FIG. 4.4 - Les 3 re´gimes d’atomisation de la nappe liquide : gauche : atomisation en bordure (photo extraite de
Bremond [22]) ; milieu : atomisation par ondulation (photo extraite de Van Dyke [191]) ; droite : atomisation par
perforation (photo extraite de Dombrowski & Fraser [46]).
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L’onde qui de´stabilise la nappe liquide re´sulte d’une instabilite´ de Kelvin-Helmholtz qui tord l’interface
entre le liquide et le gaz environnant. Pour une nappe liquide plane, l’analyse line´aire de stabilite´ a e´te´ mene´e
en paralle`le par Squire [182], York et al. [203], Hagerty & Shea [77]. En supposant que l’instabilite´ qui croit
le plus vite est celle qui conduit a` la fragmentation, l’analyse line´aire de stabilite´ permet d’exprimer le taux
de croissance qmax et la longueur d’onde λopt du phe´nome`ne de de´stabilisation. Si la nappe est d’e´paisseur
h et de vitesse ul, on peut e´crire :
qmax =
ρgu
2
l√
4ρlhσ
(4.14)
λopt =
4piσ
ρgu2l
(4.15)
York et al. [203] a sugge´re´ un processus de fragmentation de la nappe en gouttes. Dans ce processus, la
nappe se de´coupe en bandes de longueur λopt et d’e´paisseur hb qui correspond a` l’e´paisseur de la nappe a`
l’endroit de la rupture. Les bandes de liquide ainsi forme´es prennent la forme de ligaments qui se scindent
en gouttes suivant le me´canisme de Rayleigh.
Plus re´cemment, Senecal et al. [166] a propose´ un mode`le d’atomisation de la nappe liquide qui inclut la
viscosite´ et la tension de surface du liquide ainsi que l’influence du gaz environnant. Ce mode`le ne s’appuie
pas sur l’hypothe`se de grande longueur d’onde utilise´e dans la plupart des mode`les pre´ce´dents. Cette e´tude
the´orique a ainsi permis de retrouver certaines caracte´ristiques comme la pe´ne´tration axiale du spray ou le
SMD de la distribution de gouttes dans le cas d’un atomiseur pressurise´ avec swirl interne.
4.3 Mode´lisation de l’injection
Contrairement aux atomiseurs que l’on trouve typiquement dans les moteurs diesel, les atomiseurs
pilotes pre´sents dans les turbines a` gaz de moteurs ae´ronautiques mettent en jeu des sprays beaucoup plus
ouverts (typiquement 60◦ d’angle total d’ouverture voir bien plus encore). On a vu dans l’Introduction
de cette the`se que l’utilisation d’atomiseurs de type ”simplex” ou ”airblast” permet d’obtenir des sprays
compatibles avec des applications ae´ronautiques.
Cependant, avant d’aboutir a` un spray finement atomise´, la phase liquide doit subir une phase d’atomi-
sation. Comme on a pu le voir dans la section 4.1, l’atomisation d’un jet et a fortiori celle d’une nappe
liquide, est un phe´nome`ne qui ne´cessite dans la pratique une mode´lisation tre`s fine. De plus, il est souvent
difficile de connaıˆtre a` l’avance toutes les e´chelles de taille implique´es et par conse´quent, la re´solution de
la grille nume´rique doit souvent eˆtre tre`s fine par de´faut. Ainsi, pour re´soudre convenablement le spray en
sortie d’un atomiseur de 0.2 mm de diame`tre, il faudrait compter sur une taille caracte´ristique de maille
de l’ordre de 20 µm. De plus, les vitesses d’injection peuvent eˆtre tre`s e´leve´es (on peut monter jusqu’a`
600 m/s dans un spray diesel). Dans ces conditions, le pas de temps s’effondre et le nombre de mailles
augmente drastiquement. Par ailleurs, la zone d’atomisation entretient localement de tre`s forts gradients de
vitesse et de fraction volumique de liquide, ce qui peut s’ave´rer un proble`me aussi bien pour une approche
Lagrangienne (Moin [120]) que pour une approche Eule´rienne (Sirignano [171]). L’atomisation primaire de
la nappe liquide reste d’ailleurs un sujet difficile meˆme dans l’approche SND (Gorokhovski & Herrmann
[67]) et a fortiori dans l’approche SGE (Bellan [10]).
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Reprenant l’ide´e de Martinez [114], on de´cide de ne pas mode´liser la phase d’atomisation et d’injecter
directement un spray de gouttes dans le domaine de calcul. La difficulte´ est ici d’e´tablir des conditions
d’injection en ade´quation avec le re´gime de fonctionnement et la position re´elle de l’atomiseur. Il convient
donc de de´terminer :
B la position de la condition limite d’injection,
B le profil spatial de fraction volumique de liquide,
B les profils spatiaux de vitesse pour chaque phase,
B le profil spatial de diame`tres de gouttes.
Une exigence e´vidente consiste a` s’assurer que le mode`le s’accorde avec des grandeurs macroscopiques du
spray comme son angle d’ouverture et son de´bit massique de carburant. Dans cette optique, on de´rive deux
mode`les de conditions limites pour injecter du carburant dans le domaine de calcul :
1. Un premier mode`le consiste a` imposer des profils de vitesse sur les deux phases reconstruits par
similarite´ avec les profils de vitesse mesure´s plus loin en aval. Ce mode`le dit ”empirique” est pre´sente´
dans la section 4.5.
2. Le mode`le d’atomiseur que l’on pre´sente dans la section 4.6 s’attache a` reproduire le spray issu d’un
atomiseur pressurise´ avec un mouvement de swirl interne (du type simplex). Ce mode`le est dit ”semi-
empirique” car il repose sur des donne´es macroscopiques du spray pour de´duire les grandeurs d’entre´e
de la condition limite d’injection.
4.4 De´calage de la position axiale de la condition limite d’injection
Puisque les proble`mes lie´s a` l’atomisation du film liquide sont ignore´es, la condition limite d’injection
est repousse´e en aval de la position re´elle de l’orifice d’atomisation. Ce de´calage permet aussi d’assurer un
nombre suffisant de points dans la condition limite d’entre´e.
Position de
l’orifice
d’atomisation
Position de la
condition limite
d’injection
Zone
d’atomisation
Spray de
gouttes
!: Demi angle du spray
: géométrie
modifiée
: géométrie réelle
de l’atomiseur
rorCL inj
L
axial
Atomiseur
FIG. 4.5 - Position de la condition limite d’injection par rapport a` la position de l’orifice d’atomisation.
La Figure 4.5 montre clairement le de´calage de la condition limite d’injection par rapport a` l’orifice d’ato-
misation. Dans la pratique, la zone d’atomisation s’e´tend axialement sur une distance e´quivalente a` quelques
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diame`tres de l’orifice de l’atomiseur. Afin de s’e´loigner suffisamment de cette re´gion, on de´place la condi-
tion d’injection d’au moins 2 mm en aval, ce qui correspond a` quelques diame`tres de l’orifice d’injection.
On retrouve le rayon rCL inj de la condition limite via l’Eq. 4.16 :
rCL inj = r0 + tan(θ) ∗ (Laxial) (4.16)
avec Laxial la distance de de´calage axial de la condition limite et θ le demi-angle du spray. On notera que la
condition limite d’injection est de forme circulaire par construction.
4.5 Construction du mode`le empirique
Le mode`le d’injection empirique construit les profils des grandeurs physiques de chaque phase au niveau
de la condition limite par similarite´ avec les profils expe´rimentaux obtenus en aval de l’injecteur. Cette
construction se fait en deux temps :
1. on de´termine d’abord le de´calage axial de la condition limite d’injection par rapport a` la position
re´elle du nez de l’atomiseur,
2. on construit ensuite les profils des grandeurs physiques pertinentes pour chaque phase de manie`re
totalement se´pare´e.
4.5.1 Construction des profils sur les grandeurs physiques des deux phases
Sur chaque phase, les profils des trois composantes de vitesse sont construits en respectant la forme et
les niveaux des profils expe´rimentaux les plus proches de la condition limite d’injection. Pour ce faire, la
forme des profils de vitesse mesure´s a` l’abscisse la plus proche de la condition d’injection est reproduite
par similarite´ d’e´chelles sur la condition limite d’injection. Par exemple, si un pic de vitesse est mesure´ a`
2/3 du rayon maximal sur le profil expe´rimental le plus proche de la condition limite d’injection, le niveau
du pic est conserve´ et sa position radiale correspond alors aux 2/3 du rayon maximal de la CL d’injection.
Cette me´thode atteint ses limites si les profils de vitesse expe´rimentaux sont tre`s e´loigne´s de la condition
limite d’injection. Pour me´moire, Lamarque [94] a obtenu une comparaison calculs/expe´rience de qualite´
en s’appuyant sur des profils de vitesses liquides mesure´s a` 17mm en aval de la condition limite d’injection.
Le diame`tre de l’atomiseur simule´ par Lamarque [94] e´tait d’environ 0.5mm.
Sur la phase liquide, le de´calage de la condition limite permet non seulement d’augmenter la surface d’in-
jection mais aussi de re´duire fortement la valeur de la fraction volumique de liquide comparativement a` la
valeur unitaire en sortie d’atomiseur. Dans un calcul monodisperse, il n’y a pas de fluctuation du diame`tre
dans la maille mais il est tout-a`-fait envisageable d’imposer une variation spatiale du diame`tre sur la condi-
tion limite d’injection. Dans tous les cas, le de´bit liquide m˙l permet de de´terminer la fraction volumique de
liquide αl a` partir du profil de vitesse axiale du liquide :
m˙l =
∫∫
Sinj
ρl
nl(r)pid3l (r)
6︸ ︷︷ ︸
=αl(r)
ul,axdS (4.17)
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4.6 Construction du mode`le semi-empirique
Le mode`le d’injection semi-empirique construit les profils des grandeurs physiques pertinentes en trois
temps :
1. on de´termine le de´calage axial de la condition limite d’injection qui convient,
2. les profils des grandeurs liquides sont construits en s’appuyant sur des corre´lations empiriques valides
pour un atomiseur simplex,
3. on calcule le flux d’air entraine´ par le spray suivant l’approche de´veloppe´e par Cossali [34] afin de
de´terminer des profils de vitesse sur la phase gazeuse.
4.6.1 Construction des profils sur les grandeurs liquides
L’atomiseur ”simplex” est l’atomiseur pressurise´ avec swirl interne le plus simple qui existe. En effet, il
ne comporte qu’un seul circuit de carburant (Lefebvre [98]). Ce type d’atomiseur est tre`s re´pandu dans les
turbines a` gaz car son concept tre`s simple permet d’obtenir des sprays bien ouverts pleins ou creux (l’angle
total se situe ge´ne´ralement entre 60 et 80◦, rien n’empeˆchant d’atteindre 180◦ avec ce type d’atomiseur
(Lefebvre [98])).
La Figure 4.6 pre´sente un sche´ma de principe d’un atomiseur simplex. La pre´sence d’un coeur d’air au
centre de l’atomiseur est la conse´quence du swirl du liquide. Ainsi, la section de passage du carburant est
diminue´e en sortie d’atomiseur selon le ratio X = Aair core/Aorifice avec Aair core l’aire du coeur d’air au
niveau de l’orifice et Aorifice l’aire totale de l’orifice d’atomisation.
Entrées de carburant
d
o
lo
l
S
A A
D
S
Cœur
d’air
lp
dp
Cône creux du spray liquide
Vue A-A
FIG. 4.6 - Atomiseur pressurise´ avec swirl de type simplex (gauche : sche´ma de principe avec les dimensions
caracte´ristiques ; droite : photo d’un atomiseur simplex expe´rimental en fonctionnement (extrait de Jeng et al. [87])).
Pour les atomiseurs pressurise´s avec swirl interne comme le simplex, il existe des corre´lations empiriques
qui permettent de retrouver des grandeurs utiles pour le calcul de profils d’injection liquide. Sachant que l’on
dispose ge´ne´ralement de tre`s peu d’informations sur les dimensions internes d’un atomiseur, la corre´lation
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empirique de Rizk & Lefebvre [153] reveˆt un grand inte´reˆt car elle relie le demi-angle du spray directement
au rapport X des surfaces d’air et de liquide en sortie d’atomiseur soit :
cos2(θ) =
1−X
1 +X
(4.18)
On connaıˆt ge´ne´ralement θ le demi-angle du spray, ce qui permet d’e´crire plutoˆt :
X =
sin2(θ)
1 + cos2(θ)
(4.19)
L’analyse de Giffen & Muraszew [65] d’un e´coulement stationnaire de fluide non visqueux permet d’aboutir
a` la formule the´orique suivante pour le facteur de contraction X (Lefebvre [98]) :
sin(θ) = 2
√
2
X
(1 +
√
X)
√
1 +X
(4.20)
La Table 4.1 donne les valeurs de X calcule´ par les Eq. 4.19 et 4.20 pour un demi-angle de spray variant
de 30 a` 60◦. Le facteur X augmente avec θ, car une augmentation de l’angle du spray correspond a` une
augmentation du swirl a` l’inte´rieur de l’atomiseur et donc a` un renforcement du coeur d’air (Fig. 4.6).
θ [◦] 30 35 40 45 50 55 60
X[−] (calcule´ par l’Eq. 4.19) 0.143 0.197 0.260 0.333 0.415 0.505 0.600
X[−] (calcule´ par l’Eq. 4.20) 0.317 0.387 0.461 0.537 0.613 0.688 0.760
TAB. 4.1 - Variation du facteur X avec le demi-angle d’ouverture du spray θ.
Le profil de vitesse axiale de liquide est uniforme sur la surface d’injection tandis que le profil de vitesse
radiale est construit de manie`re a` respecter l’angle du spray. Le profil de vitesse azimutale repose sur la
conservation du moment angulaire entre le mouvement giratoire a` l’inte´rieur de l’atomiseur simplex et le
mouvement giratoire a` l’injection. Le profil de fraction volumique de liquide permet d’imposer un coˆne
creux tandis que le diame`tre est arbitrairement uniforme sur la surface d’injection.
La construction des profils de vitesses axiales et tangentielles via le mode`le semi-empirique ne´cessite
de connaıˆtre certaines quantite´s a` l’inte´rieur de l’atomiseur et au niveau de l’orifice d’atomisation. La
Figure 4.7 de´finit ces quantite´s et permet de visualiser les profils des quantite´s liquides sur la condition
limite d’injection.
Construction du profil de vitesse axiale de liquide
La vitesse axiale de´bitante au niveau de l’orifice d’atomisation ul,ax o vaut :
ul,ax o =
m˙l
ρlAorifice(1−X) (4.21)
La vitesse axiale des gouttes est uniforme´ment impose´e sur toute la surface d’injection et est suppose´e e´gale
a` la vitesse a` l’orifice1 soit :
1Cette hypothe`se est raisonnable si la CL d’injection reste proche de l’orifice d’atomisation.
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A l’orifice d’atomisation
(Grandeurs notées avec l’indice o)
A la condition limite d’injection
(Grandeurs notées avec l’indice CL inj)
Dans l’atomiseur
(Grandeurs notées avec l’indice atom)
2
1
2
Profil de 
Profil de 
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FIG. 4.7 - Profils des quantite´s utilise´es par le mode`le semi-empirique dans la chambre de swirl de l’atomiseur, a`
l’orifice d’atomisation et sur la CL d’injection.
ul,ax CL inj = ul,ax o (4.22)
=
m˙l
ρlAorifice(1−X)
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On remarquera que la vitesse du liquide est non nulle au centre de la surface d’injection ou` il n’y a pas de
gouttes mais le profil de fraction volumique de liquide corrigera cet effet.
Construction du profil de vitesse radiale de liquide
La vitesse radiale du liquide ul,rad CL inj est reconstruite ad hoc de manie`re a` respecter le demi-angle θ du
spray liquide, soit :
ul,rad CL inj(r) = ul,ax CL inj ∗ tan(θ) ∗ (r/rCL inj) (4.23)
ou` r est la coordonne´e radiale de la surface d’injection et rCL inj est le rayon maximal de cette meˆme
surface.
Construction du profil de vitesse tangentielle de liquide
En premier lieu, on estime la vitesse tangentielle (orthoradiale) du liquide dans l’atomiseur. Connaissant
le de´bit massique de carburant dans l’atomiseur (m˙l), on suppose que le carburant liquide arrive dans la
chambre par des conduits tangentiaux (cf. la vue A-A de la Fig. 4.6). La vitesse tangentielle moyenne dans
l’atomiseur ul,tan atom s’e´crit alors :
ul,tan atom =
m˙l
ρlAP
(4.24)
avec AP la section de passage des conduits tangentiaux (cf. la vue A-A de la Fig. 4.6).
A titre d’exemple, on peut reprendre les donne´es collecte´es par Lefebvre [98] sur la ge´ome´trie interne des
atomiseurs simplex pour calculer la section AP en fonction du diame`tre de l’orifice do :
B le carburant liquide entre dans la chambre interne du simplex par 4 conduits tangentiaux (cf. la vue
A-A de la Fig. 4.6),
B le rapport AP /(DS ∗ do) est pris e´gal a` 0.52 (valeur extraite de la p. 172 de Lefebvre [98]) avec AP
la section de passage des conduits tangentiaux, DS le diame`tre de la chambre de swirl et do est le
diame`tre de l’orifice,
B le rapport DS/do est pris e´gal a` 2.7 (valeur extraite de la p. 172 de Lefebvre [98]).
Avec les trois hypothe`ses pre´ce´dentes, on sait que K = DP /do =
√
AP /(pid2o) =
√
(0.52 ∗ 2.7)/pi '
0.67. Si les dimensions internes de l’atomiseur simplex sont connues, il est e´videmment recommande´
d’affiner les 3 hypothe`ses pre´ce´dentes.
Si les gouttes qui mode´lisent le spray sont tre`s inertielles, leur dynamique est peu modifie´e par le gaz
environnant, tout du moins sur la distance de de´calage axial de la CL d’injection. On fait alors l’hypothe`se
(tre`s forte) que le moment angulaire de ces gouttes se conserve entre l’atomiseur et la CL d’injection. Cette
hypothe`se permet de de´terminer la vitesse tangentielle maximale au niveau de la surface d’injection :
max(ul,tan CL inj) =
(
DS
2rCL inj
)
ul,tan atom (4.25)
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On construit ensuite un profil radial line´aire de vitesse tangentielle au niveau de la condition limite :
ul,tan CL inj(r) =
DS
2rCL inj
r
rCL inj
ul,tan atom (4.26)
Construction du profil de fraction volumique de liquide
Dans un premier temps, il convient de localiser le pic de fraction volumique de liquide αl. On introduit
donc l’e´paisseur t du film liquide dans la de´finition du facteur de contraction X , soit :
X =
Aair core
Aorifice
=
pi(do − 2t)2
pid2o
(4.27)
ce qui donne apre`s simplification :
t =
do
2
(1−
√
X) (4.28)
En supposant que le rapport X se conserve jusqu’au niveau de la condition limite d’injection, l’e´paisseur du
spray est e´gale a` l’e´paisseur du film liquide (donc note´e e´galement t) et s’e´crit t = (1 − √X)rCL inj . Le
pic de αl se situe au rayon rα :
rα = rCL inj − t2
=
1 +
√
X
2
rCL inj (4.29)
On se donne une forme gaussienne pour le profil radial de αl :
αl CL inj(r) = αl,maxexp
(
−
(
r − rα
σr
)2)
(4.30)
On pose arbitrairement σr = 0.3rCL inj car l’e´paisseur du film ne peut eˆtre discre´tise´e convenablement
avec les re´solutions de maillage accessibles au niveau de la condition limite d’injection. Pour de´terminer
l’amplitude αl,max du pic de fraction volumique de liquide, on e´crit le de´bit massique de carburant m˙l sous
la forme :
m˙l =
∫ rCL inj
0
ρl(ul,ax CL inj)(αl CL inj(r))2pirdr
=
∫ rCL inj
0
ρlul,axαl,maxexp
(
−
(
r − rα
σr
)2)
2pirdr (4.31)
A partir de l’Eq. 4.31, αl,max s’e´crit :
αl,max =
m˙l∫ rCL inj
0 ρl(ul,ax CL inj)exp(−( r−rασr )2)2pirdr
(4.32)
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Construction des profils de diame`tre et de nombre volumique de goutte
La distribution de tailles de goutte peut eˆtre obtenue via l’approche SND ou par des mesures. Dans le
cadre de ce travail, cette distribution est a priori inconnue et le diame`tre des gouttes dl est choisi uniforme
sur toute la condition limite d’injection, ce qui simplifie le calcul du nombre volumique de goutte a` cet
endroit nl CL inj :
nl CL inj(r) =
6(αl CL inj(r))
pid3l
=
6αl,max
pid3l
exp
(
−
(
r − rα
σr
)2)
(4.33)
4.6.2 Construction des profils sur les grandeurs gazeuses
Sur la phase gazeuse, un profil uniforme de vitesse axiale est impose´ a` partir du de´bit d’air entraıˆne´ dans
le spray. Les composantes radiale et tangentielle de vitesse du gaz sont de´duites de la meˆme manie`re que
pour le liquide.
Construction du profil de vitesse axiale gazeuse
Dans un atomiseur pressurise´, il n’existe aucun circuit d’air dans l’atomiseur, a` la diffe´rence des ato-
miseurs ”airblast”. Cependant, si l’air n’est pas directement souffle´ dans l’atomiseur, une certaine quantite´
d’air est entraıˆne´e par le spray. Cossali [34] propose un mode`le inte´gral qui permet de de´terminer le de´bit
massique axial de gaz entraıˆne´ dans un spray du type coˆne plein. On reprend ce mode`le pour un spray
en coˆne creux mais en utilisant des profils de vitesse uniforme, ce qui simplifie grandement l’e´criture du
mode`le.
Les hypothe`ses et limitations suivantes sont ne´cessaires pour utiliser le mode`le d’injection semi-empirique :
H1 - Les phe´nome`nes mis en jeu pre´sentent une syme´trie de re´volution par rapport a` l’axe central de
l’atomiseur.
H2 - Les deux phases sont incompressibles.
H3 - Le spray liquide ne s’e´vapore pas, du moins jusqu’a` la condition limite d’injection.
H4 - Un seul diame`tre de goutte est repre´sentatif du spray.
H5 - La turbulence de l’e´coulement de chaque phase n’est pas prise en compte.
H6 - Les profils de vitesse axiale sont uniformes pour chaque phase.
On pose que l’orifice d’atomisation est situe´ a` l’abscisse zo = 0 tandis que la condition limite d’injection
correspond a` l’abscisse z. Les hypothe`ses H1 a` H6 permettent de calculer le transfert de quantite´ de
mouvement axial entre les deux phases, puis le de´bit d’air entraıˆne´ connaissant le de´bit liquide.
Flux de quantite´ de mouvement axial du gaz
A l’abscisse z, le flux axial de quantite´ de mouvement axial du gaz s’e´crit :
Jg(z) =
∫ ∞
0
ρgu
2
g,ax(r, z)2pirdr
= 2piρgu2g,ax
∫ ∞
0
rdr (4.34)
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De meˆme, le de´bit d’air entraıˆne´ m˙e s’e´crit :
m˙e =
∫ ∞
0
ρgug,ax(r, z)2pirdr
= 2piρgug,ax
∫ ∞
0
rdr (4.35)
On de´finit le flux de quantite´ de mouvement axial entre l’orifice et la condition limite Jgs (0, z) par :
Jgs (0, z) = J
g(z)− Jg(0)︸ ︷︷ ︸
=0
= 2piρgu2g,ax
∫ ∞
0
rdr =
m˙2e
2piρg
∫∞
0 rdr
(4.36)
Par construction, la quantite´ de mouvement axiale du gaz au nez de l’atomiseur est nulle soit Jg(0) = 0.
Flux de quantite´ de mouvement axial du liquide
Pour un profil uniforme de vitesse axiale, le de´bit massique de carburant en sortie d’atomiseur s’e´crit sim-
plement :
m˙o =
∫ do/2
0
ρlul,ax(0, r)2pirdr = ρlul,ax(z = 0)
pid2o
4
(4.37)
avec ul,ax(z = 0) = ul,ax o la vitesse de´bitante de carburant en sortie d’atomiseur. De meˆme, on de´finit le
flux de quantite´ de mouvement axial a` l’orifice :
Jo =
∫ ∞
0
ρlul,ax(0, r)22pirdr = ρlu2l,ax o
pid2o
4
=
4m˙2o
ρlpid2o
(4.38)
A l’abscisse z, on peut e´crire a` nouveau le de´bit massique de carburant :
m˙l(z) =
∫ ∞
0
ρlαl(r, z)ul,ax(r, z)2pirdr
= m˙o (4.39)
En injectant l’Eq. 4.30 dans l’Eq. 4.39, on trouve :
m˙l(z) = 2piρlul,axαl,max(z)
∫ ∞
0
exp
(
−
(
r − rα
σr
)2)
rdr (4.40)
avec
αl,max(z) =
m˙l∫ r=do/2+z∗tan(θ)
0 ρlul,axexp
(
−
(
r− 1+
√
X
2
(do/2+z∗tan(θ))
σr
)2)
2pirdr
Le flux de quantite´ de mouvement axial donne a` l’abscisse z :
J l(z) =
∫ ∞
0
ρlαl(r, z)u2l,ax(r, z)2pirdr (4.41)
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En injectant l’Eq. 4.30 dans l’Eq. 4.41, on trouve :
J l(z) = 2piρlu2l,axαl,max(z)
∫ ∞
0
exp
(
−
(
r − rα
σr
)2)
rdr (4.42)
On de´finit le flux axial de quantite´ de mouvement axial entre l’orifice d’atomisation et la condition limite
par :
J ls(0, z) = J
l(z)− J l(0)︸ ︷︷ ︸
=Jo
(4.43)
La quantite´ de mouvement axiale des deux phases se conserve entre (z = 0) et (z), ce qui permet d’e´crire :
J ls(0, z) = −Jgs (0, z) (4.44)
Le terme puits de quantite´ de mouvement axial du liquide J ls(0, z) est estime´ comme e´tant la force de traıˆne´e
FD qui s’exerce sur toutes les gouttes comprises entre les plans (z = 0) et (z).
Ecrivons nl(r, z) sous la forme :
nl(r, z) =
6αl,max(z)
pid3
exp
−(r − 1+√X2 (do/2 + z ∗ tan(θ))
σr
)2
Le terme J ls(0, z) s’exprime alors comme :
J ls(0, z) =
∫ z
0
∫ ∞
0
nl(r, z)FD2pirdrdz
=
∫ z
0
∫ ∞
0
6αl,max(z)
pid3
exp
−(r − 1+√X2 (do/2 + z ∗ tan(θ))
σr
)2
×
{
3piµgdl(ug − ul)
(
1 +
1
6
(
ρg|ug − ul|dl
µg
)2/3)}
2pirdrdz (4.45)
Equation d’entraıˆnement du gaz
Afin d’expliciter l’entraıˆnement du gaz par le spray, on introduit la quantite´ adimensionne´e Λ(z) en combi-
nant les Eq. 4.37 et 4.35 :
Λ(z) =
m˙e(z)do
m˙oz
=
(
8
∫∞
0 rdr
z2
)1/2(
ρg
ρl
)1/2(Jgs (0, z)
Jo
)1/2
(4.46)
L’Equation 4.46 montre que le de´bit d’air entraıˆne´ a` l’abscisse z varie principalement avec le terme√
Jgs (0, z). Or, d’apre`s l’Eq. 4.43, on sait que J ls(0, z) = −Jgs (0, z). On cherche donc a` expliciter le terme
J ls(0, z) en fonction de Λ(z) afin de de´river une e´quation de transport sur Λ(z). Pour simplifier l’e´criture
des e´quations, on omet l’indice ax qui marque la composante axiale des vitesses de chaque phase : ul et ug
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font donc re´fe´rence aux composantes axiales des vitesses liquide et gazeuse respectivement.
En combinant les Eq. 4.39 et 4.45, on aboutit a` :
J ls(0, z) =
18µgm˙o
ρld
2
l
∫ z
0
(
ug
ul
− 1)
(
1 +
1
6
(
ρg|ug − ul|dl
µg
)2/3)
dz (4.47)
De plus, J ls(0, z) (= −Jgs (0, z)) peut eˆtre exprime´ en fonction de Λ(z) :
J ls(0, z) = −Λ2(z)
(
z2∫∞
0 rdr
)
m˙2o
2piρgd20
(4.48)
En associant les Eq. 4.47 et 4.48 puis en de´rivant sur z, une e´quation sur Λ(z) apparaıˆt :
dΛ2(z)
dz
= −18µgd
2
o
m˙o
ρg
ρl
(
2pi
∫∞
0 rdr
z2
)
1
d2l
(
ug
ul
− 1)
(
1 +
1
6
(
ρguldl
µg
)2/3 ∣∣∣∣ugul − 1
∣∣∣∣2/3
)
(4.49)
Pour fermer l’Eq. 4.49, les vitesses ul et ug doivent eˆtre exprime´es en fonction de Λ(z) :
ug =
m˙ozΛ(z)
2piρg
∫∞
0 rdr
(4.50)
ul =
4m˙o
ρlpid2o
(
1− ρl
ρg
z2
8
∫∞
0 rdr
Λ2(z)
)
(4.51)
On de´finit la fonction G(z) telle que :
G(z) =
ug
ul
− 1 = d
2
ozΛ(z)
8ρgρl
∫∞
0 rdr − z2Λ2(z)
− 1 (4.52)
En injectant les Eq. 4.50, 4.51 et 4.52 dans l’Eq. 4.49, on parvient a` une e´quation ou` Λ(z) est la seule
inconnue, soit :
dΛ2(z)
dz
= −18µgd
2
o
m˙o
ρg
ρl
(
2pi
∫∞
0 rdr
z2
)
1
d2l
G(z)
×
1 + 16
ρg 4m˙oρlpid2o
(
1− ρlρg z
2
8
R∞
0 rdr
Λ2(z)
)
dl
µg
2/3 |G(z)|2/3
 (4.53)
L’Equation 4.53 est l’e´quation d’entraıˆnement du gaz par le spray.
Solutions limites et de´rivation de la vitesse axiale du gaz
Une premie`re solution limite est trouve´e quand z → +∞. Dans ce cas, les vitesses axiales du gaz et du
spray doivent eˆtre e´gales et on a la relation suivante sur G(z) :
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lim
z→+∞G(z) = 0
On trouve alors :
dΛ2(z)
dz
= 0 (4.54)
La solution de l’Eq. 4.54 est alors Λ(z) = constante. Cette solution correspond a` l’entraıˆnement du gaz
environnant par un jet purement gazeux.
La solution limite qui nous inte´resse plus particulie`rement correspond au cas (z → 0) pour lequel on a
ug = 0, ce qui se traduit par :
lim
z→0
G(z) = −1
On peut alors simplifier l’Eq. 4.53 qui devient :
dΛ2(z)
dz
=
18µgd2o
m˙o
ρg
ρl
(
2pi
∫∞
0 rdr
z2
)
1
d2l
×
1 + 16
ρg 4m˙oρlpid2o
(
1− ρlρg z
2
8
R∞
0 rdr
Λ2(z)
)
dl
µg
2/3
 (4.55)
En posant :
K =
18µgd2o
m˙o
ρg
ρl
(
2pi
∫∞
0 rdr
z2
)
1
d2l
L =
1
6
(
4ρgm˙odl
ρlpiµgd2o
)2/3
M =
ρl
ρg
z2
8
∫∞
0 rdr
on peut e´crire une forme compacte de l’Eq. 4.55 pour la fonction φ(z) =MΛ2(z) :
dφ(z)
dz
= KM
(
1 + L(1− φ)2/3
)
(4.56)
La solution de l’Eq. 4.56 s’e´crit sous forme implicite :
z =
1
KM
−3
(
arctan(
√
L(φ− 1)1/3)−√L(φ− 1)1/3
)
L3/2
+ C0 (4.57)
avec C0 = −(1/(KM))×(3 arctan(
√
L)+
√
L)/L3/2 sachant que φ(z = 0) = 0 (i. e. pas d’entraıˆnement
du gaz au niveau de l’orifice d’atomisation).
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Un de´veloppement de Taylor en φ→ 0 du membre de droite de l’Eq. 4.57 permet d’e´crire tre`s simplement
a` l’ordre 1 :
φ(z) ' KM(1 + L)z (4.58)
En utilisant la de´finition de φ(z), on e´crit l’Eq. 4.58 sous la forme :
Λ(z) = (K(1 + L)z)1/2 (4.59)
En utilisant l’Eq. 4.46 et les de´finitions de K et L, on aboutit apre`s simplification a` l’expression suivante
pour le de´bit d’air entraıˆne´ :
m˙e =
√√√√18m˙oµg
d2l
ρg
ρl
(2pi
∫ ∞
0
r
z
d
r
z
)
(
1 +
1
6
(
4ρgm˙odl
ρlpiµgd2o
)2/3)
z3/2 (4.60)
L’Eq. 4.60 montre une de´pendance en z 32 sur le de´bit d’air entraıˆne´, et donc une de´pendance en z 12 sur le
de´bit normalise´ Λ(z) d’air entraıˆne´, ce qui rejoint les tendances trouve´es par Cossali [34].
On peut de´sormais de´river une expression pour la vitesse axiale du gaz sur la surface d’injection en combi-
nant les Eq. 4.35 et 4.60 :
ug,ax CL inj =
√√√√ 9m˙oµg
pid2l
∫∞
0 rdr
1
ρgρl
(
1 +
1
6
(
4ρgm˙odl
ρlpiµgd2o
)2/3)
z (4.61)
Construction du profil de vitesse radiale gazeuse
La vitesse radiale du gaz est construite exactement de la meˆme manie`re que pour le liquide. Ainsi, la
vitesse radiale du gaz ug,rad est reconstruite afin de respecter le demi-angle θ du spray liquide, soit :
ug,rad CL inj(r) = ug,ax CL inj ∗ tan(θ) ∗ (r/rCL inj) (4.62)
ou` r est la coordonne´e radiale de la surface d’injection et rCL inj son rayon maximal.
Construction du profil de vitesse tangentielle gazeuse
La vitesse tangentielle du gaz au niveau de la condition limite d’injection est principalement due au
mouvement giratoire du spray. Le profil de vitesse tangentielle du gaz e´tant tre`s difficile a` de´terminer a`
priori, on de´cide de reprendre le profil de vitesse tangentielle du liquide (Eq. 4.26), soit :
ug,tan CL inj(r) = ul,tan CL inj(r) (4.63)
4.6.3 Re´capitulatif du fonctionnement du mode`le
La Figure 4.8 est une synthe`se du fonctionnement du mode`le semi-empirique. Le mode`le semi-empirique
s’appuie a` la fois sur des dimensions caracte´ristiques de l’atomiseur (ses dimensions internes et le diame`tre
de son orifice d’e´jection) et sur des donne´es du spray (l’angle d’ouverture du spray et le de´bit de carburant
liquide). A partir de ces donne´es, le mode`le calcule d’abord les grandeurs repre´sentatives de la phase liquide
puis passe a` l’e´criture des profils de vitesse sur le gaz.
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FIG. 4.8 - Sche´ma synthe´tique du fonctionnement du mode`le semi-empirique.
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4.7 Validation du mode`le semi-empirique
La validation du mode`le semi-empirique est re´alise´e se´pare´ment pour chaque phase. Ainsi, dans un
premier temps, les pre´dictions du mode`le sur le liquide sont compare´es aux donne´es expe´rimentales de Jeng
et al. [87] et Xue et al. [201].
Dans un deuxie`me temps, le mode`le semi-empirique est compare´ aux donne´es expe´rimentales de Arbeau
[5] qui sont les seules a` la connaissance de l’auteur a` porter sur l’entraıˆnement d’air dans un spray conique
creux obtenu en sortie d’atomiseur simplex.
4.7.1 Validation concernant la phase liquide
Les mesures expe´rimentales de Jeng et al. [87] et Xue et al. [201] ont e´te´ re´alise´es sur des maquettes
d’atomiseurs simplex environ 40 fois plus grandes que les atomiseurs utilise´s dans l’industrie. D’autre
part, le liquide utilise´ est toujours de l’eau et le film liquide de´bouche dans une atmosphe`re a` pression
atmosphe´rique et tempe´rature ambiante (293K).
Comparaison avec les mesures de Xue et al. [201]
Dans le cas de Xue et al. [201], les dimensions internes et la ge´ome´trie des pie`ces de l’atomiseur sont
change´s afin d’observer leurs effets sur les trois quantite´s suivantes :
B le demi angle du spray θ,
B le coefficient de de´charge Cd,
B l’e´paisseur adimensionne´e du film liquide t.
Dans le mode`le semi-empirique, on s’appuie sur la mesure de l’angle du spray pour de´river les profils
des grandeurs liquides. Pour re´aliser la comparaison entre les donne´es expe´rimentales et les pre´dictions
du mode`le, on reprend donc l’angle fourni par les mesures et on compare les valeurs de X , Cd et t∗. Le
coefficient de de´charge est obtenu the´oriquement pour l’e´coulement stationnaire d’un fluide non visqueux
(Giffen & Muraszew [65]) :
Cd =
[
(1−X)3
1 +X
]0.5
(4.64)
L’e´paisseur adimensionne´e de film liquide s’e´crit t∗ = 1−√X . La Table 4.2 compare les mesures de Xue
et al. [201] avec les pre´dictions du mode`le semi-empirique.
Mesures de Erreur sur Mode`le semi-empirique Mode`le semi-empirique
Xue et al. [201] la mesure (base´ sur l’Eq. 4.19) (base´ sur l’Eq.4.20)
θ [◦] 42.9 < 2◦ 42.9 42.9
X [−] 0.44 - 0.30 0.51
t∗ [−] 0.33 < 15% 0.45 0.29
Cd [−] 0.28 < 5% 0.51 0.28
TAB. 4.2 - Comparaison des mesures de Xue et al. [201] avec les pre´dictions du mode`le semi-empirique.
La formule empirique de Rizk & Lefebvre [153] semble ici mal adapte´e avec une sous-estimation de 50% du
facteur de contraction X . Par contre, la formule the´orique de´termine´e par Giffen & Muraszew [65] s’ave`re
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un bon estimateur de X avec seulement 16% d’erreur sur sa valeur. L’e´paisseur du film est proche de la
valeur expe´rimentale avec une valeur calcule´e comprise dans l’intervalle d’erreur de la mesure.
Comparaison avec les mesures de Jeng et al. [87]
Les mesures de Jeng et al. [87] donnent acce`s a` la vitesse et l’e´paisseur du film liquide au niveau de l’orifice
d’atomisation, des donne´es d’entre´e pour la condition limite d’injection. La Table 4.3 recense les donne´es
disponibles sur le mode`le d’atomiseur de Jeng et al. [87].
De´bit massique du spray (m˙l) [kg/s] 1.5
Demi angle du spray (θ) [◦] ' 35.0
Diame`tre de l’orifice d’atomisation (do) [mm] 18
Diame`tre de la chambre de swirl (DS) [mm] 74
Nombre de conduits tangentiaux [−] 4
Diame`tre des conduits tangentiaux (Dp) [mm] '15
TAB. 4.3 - Proprie´te´s du spray et ge´ome´trie interne de l’atomiseur de Jeng et al. [87]. Les dimensions internes de
l’atomiseur simplex sont donne´es sur la Fig. 4.6.
La Table 4.4 compare les mesures de Jeng et al. [87] au niveau de l’orifice d’atomisation avec les pre´dictions
du mode`le semi-empirique.
Mesures de Erreur sur Mode`le semi-empirique Mode`le semi-empirique
Jeng et al. [87] la mesure (base´ sur l’Eq. 4.19) (base´ sur l’Eq. 4.20)
θ [◦] ' 35.0 < 2◦ 35.0 35.0
X [−] 0.50 - 0.20 0.39
t [mm] 2.6 < 15% 5.0 3.4
ul,ax o [m/s] 14.6 < 5% 7.4 9.6
max(ul,tan o) [m/s] 12.0 < 5% 10.0 11.2
TAB. 4.4 - Comparaison des mesures de Jeng et al. [87] avec les pre´dictions du mode`le semi-empirique.
La comparaison avec les mesures expe´rimentales de Jeng et al. [87] confirme que la formule de Rizk &
Lefebvre [153] me´sestime largement le facteur de contraction X sur cette configuration. Si le facteur de
contraction est sous-estime´e, la surface occupe´e par le coeur d’air est trop faible, ce qui conduit a` une
estimation des vitesses trop faibles, surtout sur la composante axiale. La formule the´orique de Giffen &
Muraszew [65] semble ici mieux adapte´e avec la pre´diction de vitesses axiale et azimutale plus proches des
valeurs releve´es dans l’expe´rience.
Jeng et al. [87] indique aussi que l’e´paisseur du film liquide diminue a` mesure que l’on s’e´loigne de l’orifice
d’atomisation, ce qui induit une faible augmentation de la vitesse liquide. Le facteur X n’est donc pas ici
conserve´ mais semble diminuer quand on se rapproche de l’orifice d’atomisation.
4.7.2 Validation concernant l’entraıˆnement de la phase gazeuse
L’entraıˆnement d’air dans un spray liquide re´sulte du couplage inverse de la traıˆne´e des gouttes dans l’air
ambiant. L’entraıˆnement d’air n’intervient ve´ritablement que quand les premie`res gouttes du spray sont
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forme´es. Sur les premiers millime`tres en aval de l’orifice d’injection, la nappe se de´sagre`ge en une multitude
de gouttes. Les gouttes pre´sentent une bien plus grande surface de contact avec l’air ambiant que la nappe
liquide et l’entraıˆnement d’air augmente alors en fonction de trois parame`tres principaux :
B l’inertie des gouttes,
B la charge en particules,
B le diffe´rentiel de vitesse entre le gaz et les gouttes.
Vermorel [193] a e´tudie´ l’entraıˆnement d’air dans des calculs de nappe 2D de gouttes dans l’approche SND
en utilisant le formalisme Euler-Lagrange. Les particules sont anime´es d’une vitesse d’environ 70m/s tandis
que l’air est initialement au repos. Au temps initial, le diffe´rentiel de vitesse est maximal entre les deux
phases.
Vermorel [193] a identifie´ des tendances fortes lie´es aux deux premiers parame`tres cite´s auparavant :
B Concernant l’inertie des gouttes, a` charge massique e´gale, des gouttes plus inertielles (i.e. plus
grosses) entraıˆnent moins vite le gaz a` l’e´quilibre cine´tique que des gouttes plus petites. La vitesse
d’e´quilibre cine´tique des deux phases se conserve pour une charge massique donne´e.
B Concernant la charge en particules, une charge en particules e´leve´e conduit a` une vitesse d’e´quilibre
cine´tique plus proche de la vitesse initiale des particules.
A titre d’exemple, la Figure 4.9 pre´sente l’e´volution temporelle de l’entraıˆnement d’air dans une nappe
faiblement charge´e en particules peu inertielles (Vermorel [193]).
FIG. 4.9 - Evolution temporelle du profil normal des vitesses axiales de chaque phase normalise´es par la vitesse
initiale des particules (trait plein : vitesse du gaz ; trait pointille´ : vitesse des particules) (Cas (St = 0.26, αp = 1.4
10−3) tire´ de Vermorel [193]).
Arbeau [5] a mene´ a` bien une e´tude expe´rimentale de l’entraıˆnement d’air dans les sprays coniques creux
en s’appuyant sur la me´thode PIV. Le spray posse`de les proprie´te´s macroscopiques pre´sente´es dans la
Table 4.5. Arbeau [5] a observe´ que l’angle du spray changeait tre`s peu (variation infe´rieure a` 5%) avec
une augmentation de la pression d’injection ou lors d’une monte´e en pression dans la chambre. Le liquide
injecte´ est du white spirit de masse volumique ρl = 760kg/m3. Ce liquide permet d’obtenir un spray qui
ne s’e´vapore pratiquement pas dans la zone de mesure.
Pour effectuer la validation du mode`le d’entraıˆnement, on choisit le de´bit le plus faible parmi ceux teste´s
par Arbeau [5] car ce de´bit s’ave`re le plus proche des valeurs qui sont courantes dans les turbines a` gaz des
foyers ae´ronautiques. Pour le calcul, on retient un diame`tre des gouttes de 60µm et une pression de l’air a` 1
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Diame`tre de l’orifice d’atomisation (do) [µm] 700
De´bit massique du spray (m˙l) [g/s] variable (8.8, 12.4, 15.1 et 16.4)
Demi angle du spray (θ) [◦] 33.0
Pression dans la chambre [bars] variable (1, 5 et 8)
Tempe´rature dans la chambre [K] 293
TAB. 4.5 - Proprie´te´s du spray et conditions dans la chambre de test (Arbeau [5]).
bar. On de´finit le taux d’entraıˆnement du gaz par le spray Ke de manie`re similaire a` Arbeau [5], soit :
Ke =
m˙e
m˙l
(4.65)
La Figure 4.10 pre´sente l’e´volution du taux d’entraıˆnement de gaz avec la distance de se´paration a` l’orifice
d’atomisation pour les mesures de Arbeau [5] et le calcul du mode`le d’injection.
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FIG. 4.10 - Evolution du taux d’entraıˆnement de gaz Ke avec la distance a` l’orifice d’atomisation dans un spray
conique creux ( : mesures de Arbeau [5] ; trait avec © : mode`le d’injection ; trait avec 4 : mode`le d’injection
corrige´).
L’Eq. 4.60 du mode`le d’injection surestime largement le de´bit d’air entraine´ sur toutes les abscisses releve´es.
Ce re´sultat e´tait attendu car l’approche de Cossali [34] est fonde´e sur un spray en coˆne plein, ce qui n’est
pas le cas ici. On pre´dit notamment de l’entraıˆnement d’air avec le spray dans le coeur d’air recirculant,
soit une zone ou` il n’y a pas de liquide. Pour pallier a` ce proble`me, une solution consiste a` multiplier le
taux d’entraıˆnement du gaz par le facteur (1-X) afin de prendre en compte la pre´sence du coeur d’air, ce qui
correspond a` l’entraıˆnement corrige´ sur la Fig. 4.10. Cette solution permet de se rapprocher des mesures
expe´rimentales.
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La correction propose´e s’appuie sur le facteur de contraction X de´termine´ au niveau de l’orifice d’atomisa-
tion. Les mesures semblent indiquer que ce facteur augmente avec la distance de se´paration, ce qui implique
que le mode`le corrige´ surpre´dit toujours le de´bit d’air entraine´ a` mesure que l’on s’e´loigne de l’orifice d’ato-
misation. La condition limite d’injection doit donc eˆtre relativement proche de la position re´elle du nez de
l’atomiseur, sachant qu’une distance de 10 mm conduit ici a` une erreur de 50% sur le de´bit d’air calcule´ par
le mode`le d’injection corrige´.
4.8 Conclusion sur le mode`le d’injection semi-empirique
Le mode`le d’injection semi-empirique s’appuie sur les caracte´ristiques d’un atomiseur simplex pour
de´finir les profils des grandeurs caracte´ristiques de la phase liquide. En particulier, le coeur d’air qui se
situe au centre du spray est pris au compte a` travers le profil de fraction volumique de liquide. Une fois
de´termine´e la vitesse de la phase liquide, l’entraıˆnement d’air dans le spray est mode´lise´ en s’inspirant des
travaux de Cossali [34].
La comparaison avec les mesures expe´rimentales s’est effectue´e en deux temps :
B dans un premier temps, les pre´dictions du mode`le montrent un bon accord avec les mesures de Xue
et al. [201], Jeng et al. [87] concernant les caracte´ristiques macroscopiques du spray. Cette e´valuation
du mode`le a notamment montre´ que la formule de Giffen & Muraszew [65] (Eq. 4.20) e´tait plus fiable
pour de´finir le facteur de contraction X . De plus, les mesures montrent que X augmente quand on
s’e´loigne de l’atomiseur, une variation qui n’est pas prise en compte dans le mode`le.
B dans un deuxie`me temps, la comparaison de l’entraıˆnement d’air pre´dit par le mode`le avec les mesures
de Arbeau [5] sur un spray en coˆne creux a clairement indique´ que le taux d’entraıˆnement (Eq. 4.65)
e´tait surestime´. Cette surestimation e´tait pre´visible car le mode`le de Cossali [34] repose sur l’hypothe`se
d’un spray en coˆne plein. Une correction prenant en compte le coeur d’air recirculant est propose´e.
Cette e´tude a aussi montre´ que la distance de se´paration entre l’orifice d’atomisation et la condition limite
d’injection ne doit pas exce´der quelques mm pour que le mode`le reste valide. L’apport du mode`le d’injection
semi-empirique est estime´ sur un injecteur industriel dans le chapitre 10.
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Chapitre 5
Pre´diction des e´coulements diphasiques : le
code AVBP
Le code AVBP a e´te´ initie´ conjointement par l’Universite´ d’Oxford et le CERFACS en 1993. Ce code
est aujourd’hui la proprie´te´ commune de l’IFP (Institut Franc¸ais du Pe´trole) et du CERFACS. A l’origine,
ce code a e´te´ conc¸u afin de re´soudre les e´quations de Navier-Stokes d’un e´coulement monophasique
compressible sur des maillages non structure´s et hybrides (Scho¨nfeld & Rudgyard [162]). Ce code pre´sente
une autre spe´cificite´ qui lui vaut une bonne part de son succe`s actuel : il est capable d’exploiter efficacement
l’architecture paralle`le des supercalculateurs actuels (Staffelbach et al. [183]), notamment avec un speed-up
qui ne chute pas avec une augmentation du nombre de processeurs.
L’utilisation du code AVBP met en jeu plusieurs the´matiques :
B le maillage : e´tape pre´liminaire indispensable a` toute simulation, le maillage (section 5.1) conditionne
beaucoup la qualite´ des re´sultats, particulie`rement dans l’approche SGE retenue dans AVBP.
B la me´thode de discre´tisation spatiale : le code AVBP repose sur la me´thode cell-vertex qui fait l’objet
de la section 5.2.
B les sche´mas nume´riques : les deux sche´mas nume´riques les plus employe´s dans AVBP sont pre´sente´s
dans la section 5.3.
B la viscosite´ artificielle : la partie convective des sche´mas nume´riques est centre´e en espace, ce qui
conduit a` des oscillations haute fre´quence. Les ope´rateurs de viscosite´ artificielle (section 5.4) se
chargent de dissiper ces oscillations.
B les conditions aux limites : elles sont diffe´rentes pour chaque phase, notamment parce que la com-
pressibilite´ de la phase gazeuse est explicitement prise en compte (section 5.5).
5.1 La ge´ne´ration du maillage
La premie`re e´tape de toute simulation nume´rique en me´canique des fluides passe par la ge´ne´ration d’un
maillage qui discre´tise un volume fluide donne´ pour avoir acce`s a` des proprie´te´s locales et explicites a`
l’e´chelle de la maille.
Dans l’approche SND, les tailles de maille sont directement conditionne´es par l’e´chelle de Kolmogorov
(section 1.1.2). En dessous d’une taille de maille environ e´gale a` 0.5 ηK (Piomelli & Chasnov [133]), la
partie dissipative du spectre de l’e´nergie cine´tique turbulente est correctement re´solue a` l’e´chelle de la
maille et les re´sultats d’une SND ne sont plus affecte´es par la re´solution en maillage.
Dans l’approche RANS, le maillage n’est pas partout un facteur de premie`re importance car la turbulence
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de l’e´coulement fluide n’est pas re´solue mais mode´lise´e a` l’e´chelle de la maille. Le RANS cherche donc a`
obtenir des re´sultats inde´pendants du maillage.
L’approche SGE est a` mi-chemin entre les approche SND et RANS et la la re´solution du maillage est ici
un facteur important. En effet, une re´duction de la taille de maille va induire une meilleure re´solution de la
turbulence de l’e´coulement fluide.
Il existe deux grandes cate´gories de maillage :
B les maillages structure´s ou` la discre´tisation spatiale au bord du domaine conditionne la discre´tisation
a` l’inte´rieur du domaine,
B les maillages non-structure´s ou` la discre´tisation spatiale est beaucoup plus flexible avec une variation
possible de la forme de maille dans le domaine.
Dans le code AVBP, le maillage est non-structure´ et hybride car ce type de maillage permet de mailler les
ge´ome´tries les plus complexes tout en autorisant un raffinement tre`s localise´. Pour produire des maillages
non-structure´s de triangles/te´trahe`dres, on peut citer les deux techniques les plus re´pandues (Mavriplis [115],
Owen [131]) :
B la technique de front d’avancement : cette me´thode repose sur l’ajout ite´ratif de cellules a` partir des
bords vers l’inte´rieur du domaine de calcul comme on peut le voir sur la Fig. 5.1.
FIG. 5.1 - Front d’avancement sur un cas 2D.
Un proble`me critique de cette me´thode consiste a` placer de nouveaux points pour e´tendre le front,
notamment quand le front se referme sur lui-meˆme. Les nouveaux points ne doivent pas conduire
notamment a` des e´le´ments trop e´tire´s, notamment en respectant un crite`re de distance aux points qui
existent de´ja`.
B la technique de triangulation de Delauney : la triangulation de Delauney fournit un crite`re pour
placer les points qui vont former le maillage. Ce crite`re stipule que seuls les sommets d’un te´trahe`dre
appartiennent a` la sphe`re circonscrite a` ce meˆme te´trahe`dre. La Figure 5.2 illustre ce crite`re sur un cas
2D.
FIG. 5.2 - Le crite`re de triangulation de Delauney en 2D (gauche : crite`re ve´rifie´ ; droite : crite`re non ve´rifie´).
L’insertion de points peut eˆtre faite en s’appuyant sur une grille carte´sienne rudimentaire a` partir de
laquelle une se´rie de triangulations est effectue´e pour ame´liorer localement la forme des mailles.
Le mailleur utilise´ (CENTAURSOFT) s’appuie sur une me´thode de triangulation pour ge´ne´rer le maillage
non-structure´. Ce mailleur offre la possibilite´ de controˆler localement la taille des mailles par le biais de
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”sources volumiques”, comme le montre la Fig. 5.3.
FIG. 5.3 - Raffinement localise´ dans le maillage non structure´ de la configuration TLC NC.
5.2 Discre´tisation spatiale : la me´thode Cell-Vertex
Les trois classes de me´thodes Volumes Finis (FV pour ”Finite Volume”) les plus employe´es sont :
”cell-centred”, ”vertex-centred” et ”cell-vertex”. Les deux premie`res me´thodes s’appuient sur le meˆme
volume de controˆle pour stocker au centre les grandeurs discre`tes et calculer sur les frontie`res les termes de
flux. Pour la me´thode ”cell-centred”, le volume de controˆle est la cellule primale tandis que pour la me´thode
”vertex-centred”, le volume de controˆle est la cellule duale. En revanche, la me´thode ”cell-vertex” stocke
les grandeurs discre`tes aux sommets des cellules du maillage (i. e. aux noeuds du maillage) alors que les
flux sont calcule´s aux frontie`res des cellules du maillage.
La me´thode ”cell-vertex” est la me´thode retenue dans le code de calcul AVBP car elle ge`re facilement des
maillages non structure´s et hybrides sans induire beaucoup d’efforts supple´mentaires pour l’implanter dans
un code par rapport aux deux autres me´thodes FV.
5.2.1 Approximation du re´sidu nodal
On conside`re la formulation conservative des e´quations de Navier-Stokes laminaires pour e´crire le re´sidu
nodal :
∂w
∂t
+ ∇˜ · ~F = ~0 (5.1)
ou` w = {ρ, ρu, ρv, ρw, ρE}T est le vecteur des variables conservatives et ~F est le tenseur des flux
correspondants. Le tenseur des flux se divise en deux contributions : ~F = ~FNonV isq(w) + ~FV isq(w, ∇˜w).
Les termes spatiaux des e´quations sont approxime´s dans chaque cellule de volume Ωj pour donner une
formulation inte´grale du re´sidu. Cette formulation s’appuie sur l’inte´grale du tenseur ~F sur la surface de la
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cellule obtenue a` partir de la formule de Green-Ostrogradsky :
RΩj =
1
VΩj
∫
∂Ωj
~F · ~n dS (5.2)
ou` ∂Ωj fait re´fe´rence a` la surface de la cellule de volume Ωj et n est la normale sortante a` la cellule.
L’Eq. 5.2 est applicable a` tout type de cellule, ce qui assure la compatibilite´ de la me´thode avec des maillages
hybrides. Dans le code de calcul, il est ne´cessaire d’approximer le re´sidu a` la cellule exact (Eq. 5.2) par une
inte´gration discre`te :
RΩj = −
1
ndVΩj
∑
k∈Ωj
~Fk · Sk (5.3)
avec ~Fk une approximation de ~F au noeud, nd est le nombre de dimensions spatiales, k ∈ Ωj sont les som-
mets de la cellule Ωj . Cette formulation concentre l’information ge´ome´trique de la cellule dans les termes
Sk associe´s aux noeuds et non pas aux faces de la cellule Ωj . Sk n’est rien d’autre qu’une combinaison
line´aire des normales adjacentes au noeud k (normales ponde´re´es par leur surface portante respective). La
Figure 5.4 pre´cise les normales pour une cellule triangulaire.
2
1
3
S
3
S
3
S
2
S
2
S
1
S
1
FIG. 5.4 - De´finition des normales Si aux noeuds i sur une cellule triangulaire. On remarquera que
S1 = −(S2 + S3) par construction.
Une fois les re´sidus calcule´s, on de´finit le sche´ma semi-discret par :
dwi
dt
= − 1
Vi
∑
j|i∈Ωj
DiΩjVΩjRΩj , (5.4)
ou` DiΩj est la matrice de distribution qui fait une projection ponde´re´e du centre Ωj vers le noeud i (scatter)
et Vi est le volume de controˆle associe´ a` chaque noeud i. La conservation est garantie si
∑
i∈Ωj D
i
Ωj
= I .
L’Eq. 5.4 est re´solue en utilisant une me´thode explicite Euler ou une me´thode Runge-Kutta a` plusieurs
e´tapes en temps.
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5.3 Sche´mas nume´riques dans AVBP
Cette section pre´sente deux sche´mas nume´riques implante´s dans AVBP : le sche´ma Lax-Wendroff et le
sche´ma TTGC.
5.3.1 Le sche´ma Lax-Wendroff
Le sche´ma Lax-Wendroff (Lax & Wendroff [96]) est pre´cis a` l’ordre 2 en espace et en temps. Son e´criture
s’appuie sur une de´composition de Taylor en temps de la solution note´e U :
Un+1 = Un +∆t
(
∂U
∂t
)n
+
1
2
∆t2
(
∂2U
∂t2
)n
+O(∆t3) (5.5)
En s’appuyant sur l’Eq. 5.1, on peut e´crire l’e´quation transforme´e en substituant les de´rive´es temporelles
par l’expression e´quivalente dans l’espace. Pour la de´rive´e temporelle premie`re, on trouve e´videmment :
∂U
∂t
= −~∇ · ~F (5.6)
Pour la de´rive´e temporelle seconde, la commutation des ope´rateurs de de´rivation spatiale et temporelle
permet d’aboutir a` :
∂2U
∂t2
=
∂
∂t
(−~∇ · ~F) = −~∇ · ∂
~F
∂t
= −~∇ ·
[
~A
(
∂U
∂t
)]
= ~∇ · [ ~A(~∇ · ~F)] (5.7)
ou` ~A = ∂ ~F∂U est la matrice jacobienne du tenseur des flux ~F . L’e´quation transforme´e s’e´crit donc (les termes
d’ordre supe´rieur ou e´gal a` ∆t3 sont omis) :
Un+1 = Un −∆t
{
~∇ · ~F − 1
2!
∆t~∇ · [ ~A(~∇ · ~F)]
}
(5.8)
La projection discre`te de l’Eq. 5.8 suivant la me´thode cell-vertex se fait en deux temps. En premier lieu, on
de´finit le re´sidu (Ri|Ωj ) de chaque e´le´ment j de la cellule Ωj au noeud de calcul i :
Ri|Ωj = RΩj
VΩj
nv(Ωj)
− LWi|Ωj (5.9)
Le premier terme du membre de droite de l’Eq. 5.9 est le re´sidu a` la cellule ponde´re´ par le rapport du
volume de la cellule (Ωj) divise´ par le nombre de sommets composant la cellule (nv(Ωj)). Le second terme
du membre de droite de l’Eq. 5.9 est le terme caracte´ristique du sche´ma Lax-Wendroff que l’on calcule sur
la cellule duale (Ci) associe´e au noeud i. Le calcul volumique de ce terme est ramene´ a` un calcul surfacique
graˆce a` la formule de Green-Ostrogradsky :
LWi|Ωj =
1
2!
∆t
∫∫∫
Ωj∩Ci
~∇ · [ ~A(~∇ · ~F)]dV
=
1
2!
∆t
∫∫
∂Ci
~A(~∇ · ~F)~ndS (5.10)
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L’Eq. 5.10 est approxime´e sous la forme :
LWi|Ωj '
1
2
∆t[ ~A(~∇ · ~F)]Ωj ·
Si|Ωj
nd
(5.11)
ou` Si|Ωj est la normale associe´e au noeud i et a` la cellule j. Il est de`s lors possible d’e´crire une formule
discre`te pour le re´sidu Ri|Ωj en injectant l’Eq. 5.11 dans l’Eq. 5.9 :
Ri|Ωj = RΩj
VΩj
nv(Ωj)
(
I − ∆t
2nd
nv(Ωj)
VΩj
( ~AΩj · Si|Ωj )
)
(5.12)
Une fois obtenu le re´sidu Ri|Ωj , on peut construire le re´sidu nodal Ri (i. e. le re´sidu de la cellule duale) en
effectuant une somme des Ri|Ωj ponde´re´s par le volume de la cellule duale (Vi) :
Ri = 1
Vi
∑
j|i∈Ωj
Ri|Ωj (5.13)
5.3.2 Le sche´ma TTGC
Afin de pallier les lacunes du sche´ma Lax-Wendroff en termes de pre´cision, le sche´ma TTGC a e´te´
de´veloppe´ par Colin & Rudgyard [33]. Ce sche´ma est en fait une extension de la famille des sche´mas Taylor-
Galerkin initialement propose´s par Donea [47] et e´tendus par Quartapelle & Selmin [142]. Les sche´mas
TTG (Two-step Taylor-Galerkin) s’appuient sur le couplage d’un de´veloppement de Taylor a` l’ordre 3 en
2 e´tapes et d’une discre´tisation spatiale suivant la me´thode de Galerkin. L’ide´e de Colin & Rudgyard [33]
a e´te´ de de´river un sche´ma nume´rique inspire´ des sche´mas TTG et adapte´ a` la LES, c’est-a`-dire qui soit
suffisamment pre´cis et peu dissipatif pour capturer correctement la dynamique des grandes e´chelles.
Le sche´ma TTGC s’appuie donc sur un de´veloppement a` 2 e´tapes pour atteindre l’ordre 3 en espace et en
temps :
U˜n = Un + (
1
2
− γ)∆t
(
∂U
∂t
)n
+
1
6
∆t2
(
∂2U
∂t2
)n
(5.14)
Un+1 = Un +∆t
(
∂U˜
∂t
)n
+ γ∆t2
(
∂2U
∂t2
)n
(5.15)
De meˆme que pour le sche´ma Lax-Wendroff, on de´rive les e´quations transforme´es des Eq. 5.14 et 5.15 en
substituant les de´rive´es temporelles par une expression e´quivalente dans l’espace via l’Eq. 5.1 :
U˜n = Un − (1
2
− γ)∆t
(
~∇ · ~Fn
)
+
1
6
∆t2
(
[ ~A(~∇ · ~Fn)]
)
(5.16)
Un+1 = Un +∆t
(
~∇ · ~˜Fn
)
+ γ∆t2
(
[ ~A(~∇ · ~Fn)]
)
(5.17)
Suivant la me´thode Galerkin des e´le´ments finis, on multiplie ensuite les Eq. 5.16 et 5.17 par un ensemble de
fonctions tests line´aires note´es φi avant de les inte´grer sur le domaine de calcul Ω. Le de´tail de ces ope´rations
est donne´ par exemple dans Porta [140] ou Lamarque [94] et n’est pas rappele´ ici.
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Les sche´mas de discre´tisation spatiale disponibles dans AVBP sont des sche´mas centre´s (cf. section 5.3).
Ce type de sche´mas est connu pour eˆtre naturellement sujet a` des oscillations hautes fre´quences (wiggles)
ge´ne´re´es dans les re´gions de forts gradients.
On peut limiter efficacement ce proble`me en introduisant un terme de viscosite´ artificielle (VA) pour adoucir
les fronts trop raides qui ge´ne`rent ces oscillations. La section 5.4.1 de´crit les senseurs et les ope´rateurs
(section 5.4.2) de VA.
5.4.1 Senseurs
Un senseur ζΩj est un parame`tre compris entre 0 et 1 de´fini pour chaque cellule Ωj .
Dans le cas ou` la solution est bien re´solue, le senseur est nul alors que dans le cas ou` la solution comporte de
fortes variations spatiales, le senseur est unitaire et la VA est applique´e. Ce senseur est obtenu en comparant
diffe´rentes e´valuations du gradient d’un scalaire comme la pression, l’e´nergie totale ou la fraction massique.
Si les diffe´rentes e´valuations sont identiques, le senseur est fixe´ a` 0. En revanche, si les deux e´valuations
diffe`rent, le senseur est de´clenche´. Le choix du scalaire de´pend de la difficulte´ nume´rique du proble`me.
Pour la phase gazeuse, on choisit ge´ne´ralement la pression, l’e´nergie totale voire les fractions massiques.
Pour la phase liquide, la relation pression/vitesse n’existe pas ce qui peut conduire a` une forte de´corre´lation
entre les gradients de densite´ de gouttes et les gradients de vitesse me´soscopique. Ainsi, le senseur pour la
phase liquide se base sur ces deux variables a` la fois. Dans tous les cas, il est crucial de trouver un senseur
qui s’active seulement dans les zones utiles.
Deux senseurs diffe´rents sont disponibles dans AVBP :
B le senseur de Jameson ζJΩj (Jameson et al. [86]),
B le senseur de Colin ζCΩj (Colin & Rudgyard [33]), de´rive´ du senseur de Jameson.
Dans la suite de cette section, l’indice k de´signe les variables lie´es a` un sommet k de la cellule conside´re´e
et l’indice Ωj de´signe les variables lie´es a` la cellule Ωj .
Senseur de Jameson
Le senseur de Jameson ζJΩj lie´ a` la cellule Ωj (de´fini par l’Eq. 5.18) est le maximum de tous les senseurs
ζJk lie´s aux sommets k (de´finis par l’Eq. 5.19). S est le scalaire e´value´ par le senseur et (∆k1 , ∆k2) sont des
e´valuations diffe´rentes du gradient de´finies par l’Eq. 5.20. ∆k1 mesure la variation de S au sein de la cellule
Ωj . ∆k2 est une estimation de la meˆme grandeur en utilisant (~∇S)k, le gradient de S au nœud k. Ce senseur
varie proportionnellement a` l’amplitude de la de´viation par rapport a` l’e´volution line´aire. Ce senseur a une
e´volution douce d’un point de vue nume´rique particulie`rement adapte´e aux cas quasi-stationnaires.
Lorsqu’il s’applique aux variables gazeuses (pression, e´nergie ou fraction massique), le senseur de Jameson
se pre´sente sous la forme suivante :
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ζJΩj = maxk∈Ωj
ζJk (5.18)
ζJk =
|∆k1 −∆k2|
|∆k1|+ |∆k2|+ |Sk|
(5.19)
∆k1 = SΩj − Sk ∆k2 = (~∇S)k.(~xΩj − ~xk) (5.20)
Lorsqu’on cherche a` appliquer ce senseur aux variables liquides, le conditionnement par |Sk| pose proble`me
car la phase disperse´e est sujette a` de fortes variations locales des densite´ et vitesse particulaires. Afin
d’e´viter la saturation du senseur dans les zones qui pre´sentent naturellement de forts gradients, le senseur
de Jameson pour la phase liquide ζJl,Ωj est de´fini de la fac¸on suivante :
ζJl,Ωj = max
(
ζJu˘p,Ωj , ζ
J
n˘p,Ωj
)
(5.21)
ζJu˘p,k = maxk∈Ωj
( |∆k1 −∆k2|
|∆k1|+ |∆k2|+ cj
)
(5.22)
ζJn˘p,k = maxk∈Ωj
(( |∆k1 −∆k2|
|∆k1|+ |∆k2|+ n˘p
)2)
(5.23)
(5.24)
ou` cj est une mesure locale de la vitesse du son approxime´e par : cj = V 1/3Ωj /∆t. Pour la densite´ de gouttes,
la difficulte´ de de´finir une valeur de re´fe´rence est re´solue simplement en prenant le quarre´ de la fonction
conditionne´e par n˘p.
Senseur de Colin
Dans le cas d’e´coulements turbulents fortement instationnaires, il est ne´cessaire de se munir d’un senseur
plus pre´cis, c’est-a`-dire plus faible lorsque l’e´coulement est suffisamment re´solu et maximal dans les zones
de fortes non-line´arite´s. Le senseur de Colin a e´te´ conc¸u dans ce but (cf. Eq. 5.25 a` 5.29) :
B ζCΩj est tre`s petit lorsque ∆
k
1 et ∆
k
2 sont petits compare´s a` SΩj .
Ceci correspond a` des erreurs nume´riques de faible amplitude (si ∆k1 et ∆k2 sont de signes oppose´s) ou
a` de faibles gradients bien re´solus par le sche´ma (si ∆k1 et ∆k2 sont de meˆme signe).
B ζCΩj est petit lorsque ∆
k
1 et ∆
k
2 sont de meˆme signe et du meˆme ordre de grandeur (meˆme si cet ordre
de grandeur est grand). Ceci correspond a` des gradients raides bien re´solus par le sche´ma.
B ζCΩj est grand lorsque ∆
k
1 et ∆
k
2 sont de signes oppose´s et qu’un des deux est beaucoup plus grand
que l’autre. Ceci correspond a` une oscillation nume´rique de grande amplitude.
B ζCΩj est grand si ∆
k
1 ou ∆
k
2 est du meˆme ordre de grandeur que SΩj . Ceci correspond a` une situation
non physique re´sultant d’un proble`me nume´rique.
On note que les de´finitions de Ψ et ²k changent pour l’e´quation de conservation des fractions massiques : la
valeur de re´fe´rence n’est plus Sk mais 1, valeur maximal admissible pour la fraction massique.
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ζCΩj =
1
2
(
1 + tanh
(
Ψ−Ψ0
δ
))
− 1
2
(
1 + tanh
(−Ψ0
δ
))
(5.25)
avec : Ψ = max
k∈Ωj
(
0,
∆k
|∆k|+ ²1Sk ζ
J
k
)
(5.26)
∆k = |∆k1 −∆k2| − ²kmax
(
|∆k1|, |∆k2|
)
(5.27)
²k = ²2
(
1− ²3
max
(|∆k1|, |∆k2|)
|∆k1|+ |∆k2|+ Sk
)
(5.28)
Ψ0 = 2.10−2 δ = 1.10−2 ²1 = 1.10−2 ²2 = 0.95 ²3 = 0.5 (5.29)
5.4.2 Ope´rateurs
Les mode`les de viscosite´ artificielle utilisent deux ope´rateurs qui ont les proprie´te´s suivantes :
2nd ordre cet ope´rateur agit comme une viscosite´ classique. Associe´ a` un senseur, il adoucit les gradients
et introduit de la dissipation artificielle. Ainsi, le sche´ma nume´rique garde son ordre de pre´cision dans
les zones a` faible gradient et sa stabilite´ et sa robustesse sont assure´es dans les zones critiques. `A
l’origine utilise´ pour les chocs, il peut agir sur n’importe quel gradient trop fort.
4ie`me ordre cet ope´rateur est utilise´ pour diminuer les oscillations parasites qui apparaissent noeud a` noeud
(wiggles).
Les contributions a` la cellule de l’ope´rateur du 2nd ordre (Eq. 5.31) et de l’ope´rateur du 4ie`me ordre
(Eq. 5.32) sont reporte´es sur les noeuds de cette cellule Ωj (Eq. 5.30).
dwi =
∑
j
R2i∈Ωj +
∑
j
R4i∈Ωj (5.30)
avec : R2i∈Ωj = −
1
nv
VΩj
∆t
smu2 ζΩj(wΩj − wi) (5.31)
avec : R4i∈Ωj =
1
nv
VΩj
∆t
smu4
[
(∇˜w)Ωj · (x˜Ωj − x˜i)− (wΩj − wi)
]
(5.32)
ou` smu2 et smu4 sont des coefficients sans dimension fixe´s par l’utilisateur.
5.5 Conditions aux limites
Les conditions limites sont un point crucial qui prend toute son importance dans le codes CFD base´s
sur l’approche SGE, particulie`rement quand la compressibilite´ de l’e´coulement fluide est prise en compte
(Poinsot & Veynante [138], Scho¨nfeld & Rudgyard [162]).
Dans ce dernier cas, le proble`me de conditions aux limites peut eˆtre aborde´ de deux manie`res diffe´rentes :
Me´thode non caracte´ristique : on modifie le re´sidu en imposant directement les variables conservatives
cibles ou leurs gradients/de´rive´es.
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Me´thode caracte´ristique : on modifie le re´sidu via une de´composition en ondes. C’est le principe de la
me´thode NSCBC (pour Navier-Stokes Characteristic Boundary Condition) de´veloppe´e par Poinsot &
Lele [137].
Le code AVBP utilise la me´thode NSCBC (Poinsot & Lele [137]) pour controˆler les flux acoustiques notam-
ment sur les entre´es/sorties du domaine de calcul.
5.5.1 Conditions aux limites de la phase gazeuse
La formulation compressible des e´quations de Navier-Stokes autorise la propagation d’ondes acous-
tiques. Ces ondes peuvent eˆtre ge´ne´re´es par l’agitation turbulente dans les zones de fort cisaillement et par
les fluctuations de de´gagement de chaleur dans la zone de combustion. Cette e´nergie acoustique produite
doit pouvoir eˆtre e´vacue´e correctement par les conditions limites.
Dans les codes SGE ou` les sche´mas nume´riques sont peu dissipatifs, cette diminution de l’e´nergie acous-
tique dans le domaine de calcul ne peut eˆtre due qu’aux flux acoustiques qui traversent les conditions limites.
Or, les conditions de type non caracte´ristiques sont connues pour :
B ge´ne´rer une re´flexion totale des ondes acoustiques sortantes ;
B ge´ne´rer un bruit acoustique et nume´rique en perturbant les e´quations de Navier-Stokes via la correc-
tion brutale du re´sidu.
L’approche caracte´ristique est donc indispensable pour que l’acoustique au sein de l’e´coulement gazeux
e´volue sous controˆle.
Par ailleurs, au niveau des parois, la re´solution spatiale du maillage SGE n’est ge´ne´ralement pas suffi-
sante pour pre´dire le frottement impose´ par la condition d’adhe´rence. C’est pourquoi Schmitt et al. [161] a
mode´lise´ ce frottement parie´tal par une loi de paroi adapte´e a` la formulation SGE. Plus re´cemment, Men-
dez [117] a propose´ une loi de paroi spe´cifique afin de prendre en compte les parois multi-perfore´es qui
apparaissent dans le calcul SGE d’une chambre de combustion industrielle.
5.5.2 Conditions aux limites de la phase liquide
Contrairement a` la phase gazeuse, on n’observe pas de comportement propagatif de type acoustique au
sein d’un spray. Sur le plan nume´rique, de simples conditions aux limites non caracte´ristiques sont donc
suffisantes pour imposer les flux des diffe´rentes variables transporte´es.
Cependant, la repre´sentation correcte de l’injection est loin d’eˆtre e´vidente dans la mesure ou` les hypothe`ses
de l’approche eule´rienne (cf. section 2.3.1) supposent un spray totalement atomise´ et fortement dilue´. Les
conditions aux limites d’injection doivent donc ge´nerer un spray e´quivalent a` celui produit lors l’atomisation
primaire et secondaire telles qu’elles ont lieu dans un injecteur de turbine a` gaz. A ce titre, le chapitre 4
pre´sente le de´veloppement d’une condition limite d’injection pour un atomiseur pressurise´ avec swirl
interne. Lionel Martinez de´veloppe a` l’IFP une condition limite d’injection simulant un atomiseur diesel.
Les parois sont repre´sente´es par une condition d’imperme´abilite´ et de glissement sur la phase liquide.
Elles ne necessitent aucun investissement particulier de mode´lisation dans la mesure ou` l’on n’observe pas
d’interaction spray/paroi lors du fonctionnement normal d’une chambre de combustion. Dans les moteurs
a` injection directe d’essence, l’interaction du spray avec les parois conditionne beaucoup l’e´volution de la
phase liquide, notamment via la formation de film liquide.
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Enfin, concernant les conditions de sortie, aucun traitement particulier n’est ne´cessaire puisque, contrai-
rement a` un e´coulement gazeux avec l’acoustique, le spray ne propage pas d’information de l’aval vers
l’amont. Les grandeurs liquides sont juste convecte´es hors du domaine de calcul.
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